Calcul matriciel www.jmcabrera.net

Chap.37 : Calcul matriciel

Dans ce chapitre, K désignera R ou C, n,p et g désigneront des entiers
naturels non nuls.

1 Généralités sur les matrices

Définition 1.1. Une matrice a n lignes et p colonnes da coefficients dans
K est un tableau de la forme :

a1 ai2 v Qlp—1 Glp
a1 Qa2 - G2p—1 G2p
A= (@i,j) 1<i<n = . .
1<j<p
Gn,1 Gn2 " Gnp-1 dnp

Pour tous1 <i<netl<j<p,a;; estle coefficient situé sur la jeme ligne
et la 7™ colonne.

On dit qu’une matrice est de taille (n,p).

L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes da coefficients dans K est
noté M np(K).

Quelques cas particuliers :

e Lorsque A n'a qu’une seule ligne (n = 1), on dit que c’est une matrice
ligne.

e Lorsque A n’a qu’une seule colonne (p = 1), on dit que c’est une
matrice colonne.

e Lorsque A a autant de lignes que de colonnes(n = p), on dit que c’est
une matrice carrée. On note M ,(K) l'ensemble des matrices carrées
de taille n.

e La matrice de Ay p(K) dont tous les coefficients sont nuls est appelée
la matrice nulle, on la note 0y, p.

Application 1.2. Compléter :

32503 3
L A= 325036“' L D=0 |e
\ 3
2 B ; 3 2 5
5. A= 0 -1 2|e..
3. C = 4 2 0

TSI1-Lycée Antonin Artaud 1 Page 1



Calcul matriciel www.jmcabrera.net

Application 1.3. Ecrire explicitement les matrices A = (i 4+ j)1<<5 et
1<5<2
B =(2i+j)icic
1<55<3

2 Opérations sur les matrices

2.1 Combinaison linéaire de matrices

Définition 2.1. Multiplication par un scalaire.

Soit A € Mpp(K) et X e K.

La matrice obtenue en multipliant tous les coefficients de A par \ est notée
AA.

Si A= (aij)i<icn alors NA = (@i ;) 1<i<n
1<5<p 1<5<p

Application 2.2. Calculer (2i — 1) <2i :_ 1 __211>

Définition 2.3. Somme de deux matrices.
Soient A et B deux matrices de méme taille (n,p).
On définit A+ B comme la matrice de taille (n,p) obtenue en additionnant
les coefficients de A et B qui ont méme position.
Si A= (aij)i<i<n €t B=(bjj)i<i<n alors:
1<j<p 1<j<p
A+ B = (aij +bij)ici<n
1<j<p

o , 2t 3 i Ji—1)
Application 2.4. ¢ (—i 11 —3@') + (3 2+3i> B
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Proposition 2.5. e [L’addition des matrices est commutative :

V(A,B) € (Myp(K))2, A+ B=B+ A
e L’addition des matrices admet un élément neutre : la matrice nulle.

VAe Mnp(K),A+0,p,=0,,+A=A

Pour toute matrice A, —A = —1A est la matrice opposée de A :

A+ (-A)=(—A)+ A=0y,,
L’addition des matrices est associative :
V(A,B,C) € (M p(K))3,(A+B)+C=A+ (B+C)

Proposition 2.6. Pour tous (A, B) € (M, ,(K))? et (\,u) € K? :
o MA+B)= A+ A\B
o AN+u)A=XA+pA

2.2 Produit de deux matrices

Définition 2.7. Soient A € 4, ,(K) et B € 4, 4(K).
On appelle produit de A par B la matrice C de taille (n,q), notée C = Ax B
, dont les coefficients sont :

p
Méthode 2.8. Cij = Z ai,kbk,j =a;1 X bl,j + a;2 X bg,j + .. tap X b}hj
=1

On observe que c¢; j est calculé a partir de la i ligne de A et de la j™°
ligne de B :

C, Cy - Cj -+ C

bir bz - by -+ by

B= by b -+ by - by

bpr by - by oo by
Ly fa1n a1z -+ a1 -+ aip 11 12 o Cj e Clg
Ly (a2 agze -+ ag; -+ agm €21 €2 v C2j e Cyq

A=

Li | an ap - aj - ap Ci1 Ci2 Gy ottt Cig
Ly \an1 an2 -+ anj -+ app Cnl Cnp2 "+ Cpj "+ Cng
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Application 2.9. Effectuer les produits matriciels suivants :

Remarque 2.10. o En général Ax B # B x A : le produit matriciel
n’est pas commutatif!!! D’autant plus que parfois, le produit Ax B
existe alors que ce n’est pas le cas de Bx A (Cf. B et C' de lapplication
précédente).

o Un produit matriciel peut étre nul sans qu’aucun facteur ne soit nul
(Cf. D de lapplication précédente).

T
Proposition 2.11. Soit A € #,,(K) et X = | 1 | € Mp1(K) alors
Lp

le produit A x X est la combinaison linéaire des colonnes de A avec les
coefficients de X :

a1 ai,2 ai,p
AX =21 | ¢ | +x2| ¢ | +... 42
Gn,1 Qan,2 Qn,p
Remarque 2.12. La j¢™° colonne de A x B est le produit de A avec la j™°

colonne de B.
La i°™ ligne de A x B est le produit de la i®™ ligne de A avec B.
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Proposition 2.13. Soient A, B et C' des matrices (dont les tailles per-
mettent de réaliser les sommes et produits ci-dessous) :

o Soit A € K, alors : A\(AB) = (AM)B = A(A\B).
o Associativité : (AB)C = A(BC).

e Le produit des matrices est distributif par rapport a l'addition :

A(B + C) = AB + AC et (A+ B)C = AC + BC

3 Matrices carrées

3.1 Généralités
Définition 3.1. Soit A = (a; ;) 1<i<, une matrice carrée de taille n.
1<j<n

o Les coefficients ay,1,a2.2, ..., ann sont appelés coefficients diagonauzx
de A.

e On dit que A est une matrice diagonale lorsque ses coefficients non
diagonaux sont nuls :

V(i,7) € [1;n]?i#j=ai; =0

e On dit que A est une matrice triangulaire supérieure lorsque ses
coefficients au dessous de la diagonale sont nuls :

V(i,7) € [1;n]%i>j=ai; =0

o On dit que A est une matrice triangulaire inférieure lorsque ses
coefficients au dessus de la diagonale sont nuls :

V(i,5) € [1;n]%i<j=ai;=0

10 0
Exemple 3.2. e A=10 0 O | estune matrice diagonale;
0 0 2¢
1 2 2
e B=10 4 0| estune matrice triangulaire supérieure ;
0 0 2
1 0 0
e C=15 3 0| estune matrice triangulaire inférieure.
6 0 2
Proposition 3.3. e Dans #,(K), on peut toujours calculer le produit

de deux matrices.
o ./, (K) est stable par produit : ¥(A, B) € (M, (K))?, AB € #,(K).
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e On appelle matrice identité de #,(K) la matrice

1 0 0

I, = 0
0
0 0 1

I, est ’élément neutre pour la multiplication dans #y(K) :
VA e #,K), A, = A=1,A
Définition 3.4. Pour A € #,(K) et k € N*, on définit A¥ en posant :
A0 =1, et AF = A1 x A

Définition 3.5. Soit (A, B) € (.#,(K))%2. On dit que A et B commutent
lorsque AB = BA.

Proposition 3.6. Formule du binéme.
Soit (A, B) € (Mn(K))? tel que A et B commutent, et soit r € N. Alors :

k=0

(A—I—B)T _ Zr: <Z>AkBr—k

Application 3.7. Soit A € #,(K) telle que A?> = 2A.
Que vaut alors (A + I,) 2

3.2 Matrices carrées inversibles

Définition 3.8. Soit A € #,(K). On dit que A est inversible lorsqu’il
existe une matrice B € 4, (K) telle que

AB = BA=1,.

On dit alors que B est l'inverse de A et on la note A™'.
L’ensemble des matrices inversibles de My(K) est noté GL,(K) appelé
groupe linéaire d’ordre n de K.
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Application 3.9. Soit A = (_01 ;)

1. Déterminer une matrice B € #2(K) telle que AB = Is.
2. Calculer BA.

3. Que peut-on en déduire ?

Théoréme 3.10. Soit A € #,,(K). Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. 3B € 4, (K),
2. 3B € M, (K), BA = I,,, c’est-a-dire A est inversible & gauche ;
3. A e GL,(K), c’est-a-dire A est inversible

Y

AB =1, c’est-a-dire A est inversible a droite ;

Remarque 3.11. e Dans lapplication[3.9, nous avons d’abord cherche
un inverse d droite de la matrice A. Dans un second temps, nous avons
vérifié qu’il s’agissait également d’un inverse a gauche. Le théoréme
nous assure que cette vérification était inutile.

e Pour obtenir linverse d’une matrice carrée de taille n, nous avons

résolu un systéme & n® inconnues, ce qui devient vite trés fastidieus
lorsque n augmente. En pratique, nous utiliserons l’algorithme de
Gauss.

On pourra se référer da la vidéo suivante : | Recherche Inverse Matrice

1 0 -1 2 1 2
Application 3.12. Les matrices A= |1 -1 0 |,B=1|1 2 2] et
1 -1 1 2 2 3
2 1 =2
c=1]1 2 —2| sont-elles inversibles et si oui quel est leur inverse ?
-2 =2 3
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0 2 4
Application 3.13. Soit A = % 0 2

1 1

i 5 0

i 2

1. Vérifier que A2 — A — 213 = 0.

2. En déduire que A est inversible et donner la valeur de A™1.

3.3 Caractérisation des matrices inversibles par les systemes
linéaires
On consideére le systeme linéaire . d’inconnues le p—uplet (z1, ..., 2p)
1,101 + ... + a1 pTH = by
2,121 + ... + a2pTy = by
suivant : % :

p 121 + ... + QppTp = by
On note alors :

a1 ai2 -0 G1p-1 Qlp
a271 a2»2 T a/27p71 a27p . .oz N
o A= . . . . la matrice associée au systeme
Gp1 Ap2 - Gpp—1 Gpp
S
by 1
b2 T2
e B = . | la matrice égale au second membre et X = | la
by, Tp
matrice colonne dont chaque coefficient correspond a une des inconnues
L1y -eey Tp-
Alors :
a1l ai2 -0 Aip-1 Glp 1
a2,1 Q22 - A2p-1 G2p T2
AX=B< ) . i . =
Gn,1 Gn2 - Gnp-1 dnp Tp
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1,121 + 41222 + ... + a1 pTp
a2,1T1 + a22%2 + ... + a2pTp

An 121 + ap 222 + ... + Gn pTp

Ainsi, résoudre le systéme . revient a trouver toutes matrices
colonnes X qui vérifient AX = B.

Dans le cas ot A € GL,(K), il existe une unique matrice colonne X
vérifiant AX = B :

AX=B& X=A"'B

Théoréme 3.14. Soit A € #,(K). Les trois assertions suivantes sont équi-
valentes :

1. A est inversible
2. VB € My 1(K); Uéquation AX = B admet une unique solution ;

3. le rang du systéme ayant pour matrice A est n.

Méthode 3.15. Soit A € #,,(K) et A’ sa matrice échelonnée réduite équi-
valente.
A est inversible ssi pour toute matrice colonne B, ’équation AX =Y admet
pour unique solution X = A7Y.

Y1
On pose Y = y'z

Yn
Pour déterminer l'inverse de A, on applique a la matrice augmentée (A |Y)

les opérations élémentaires qui transforment A en A’.
On obtient une nouvelle matrice augmentée (A" | Y').
Deux possibilités :
o Si A =1, alors A est inversible et Y' = A™'Y : on obtient alors A~!
en lisant les coefficients du second membre.

e Sinon, A n’est pas inversible.
1

Application 3.16. Déterminer si A = | —1
0

est inversible. Si ou,

—_ O
O = O

donner sa matrice inverse.
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Proposition 3.17. GL,(K) est stable par produit : si A et B sont deuz
matrices inverses alors AB [’est également.

De plus :
Y(A,B) € (GL,(K)?,(AB)"' = B~1A~!
2 1 2 2 1 =2
Application 3.18. Soient P = [1 2 2|, PP =1 2 —2] et
2 2 3 -2 -2 3
1 0 0
D=0 -2 o0
0 0 -1

1. Ezpliciter la matrice A= PDP~1.

2. En déduire que A est inversible puis déterminer la matrice A™1.

4 Application linéaire canoniquement associée a
une matrice

Proposition 4.1. Soit A € 4, ,(K).
My (K) = 5,1 (K)
X — AX

Alors Uapplication f : { est linéaire. C’est-a-dire
qu’elle vérifie :
V(X1, Xa) € (Mp1(K))? V(A 1) € K2, FAX1 4 pXa) = Af(X1) + pf (X2)

Elle est appelée l'application linéaire canoniquement associée a la
matrice A.
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1 2 1 2
Application 4.2. Soit P=|—-1 1|, X1 =13 et Xo= 1[4

1. Calculer f(X1) et f(X2).
2. En déduire f(3X1 — 2X2).

Application 4.3. On consideére la matrice A = <; g _02>

1. Entre quels ensembles opére Uapplication f: X — AX ?

x
2. Quelle est I'image d’une colonne |y | € #31(K) par f ?
z
Remarque 4.4. o Un élément de K" est un n—uplet d’éléments de K.

Par exemple (1,3,5) € K".

e On peut identifier les éléments de K™ a des matrices colonnes de taille

n.
1

Par exemple (1,3,5) correspondra d la matrice colonne | 3 | € #31(K).
5

e Cette correspondance est bijective : d chaque élément de #,, 1(K), on
associe un unique élément de K",

g) € M>1(K) correspond (2,5) €

Par exemple da la matrice colonne (
K2.

Définition 4.5. Soit A € A4, ,(K).
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. . «%p,l(K) — %n,l(K) P . o2
e Puisque f : { Yoy AX est linéaire, elle définit également
une application linéaire f : KP — K™. On dit que Uapplication linéaire
f est canoniquement associée da la matrice A.

o Réciproquement, les applications linéaire de KP dans K" correspondent
naturellement d une matrice de taille (n,p).

1 2
Application 4.6. Soit A= |0 —2|. Donner ’expression analytique de
3 5

Uapplication linéaire canoniquement associée a la matrice A.

Application 4.7. Quelle est la matrice A dont Uapplication linéaire cano-
R? — R3

niquement associée est l’application :f : { (.9) = (20 — y, 2,22 — 3y)
) - 9 -

Définition 4.8. e On appelle noyau de A € M, ,(K) Uensemble des
antécédents de 0, par f : X — AX, c’est-a-dire ’ensemble des solu-
tions de AX =0,,.

o Le noyau de A est noté Ker(A), c’est un sous-ensemble de 41 (K) :
Ker(A) ={X € #,:(K),AX =0,}

Autrement dit, Ker(A) est l'ensemble des colonnes correspond aux solutions
du systéme homogéne de matrice A.

Méthode 4.9. Pour déterminer Ker(A), on doit résoudre le systéme ho-
mogéne de matrice A. Pour cela, on peut appliquer U'algorithme de Gauss.

4 6 8 2 ; 1
Application 4.10. Soit A=|2 1 2 1|, X;= 9 et Xo = 1
0440 0 0

appartiennent-ils a Ker(A) ?
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1 2

Application 4.11. Soit A = (_1 0

?) . Déterminer Ker(A).

Définition 4.12. On appelle image de A € M, ,(K) U'ensemble des images
de Uapplication f : X — AX.
L’image de A est notée Im(A), c’est un sous-ensemble de My 1(K) :

Im(A) ={AX, X € #,1(K)}

Proposition 4.13. Soit A € #,,(K) de colonnes Ai,...,A, € Mp1(K)
alors :

Im(A) = Vect(A, ..., Ap)
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