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Chap.5 : Calcul de limite en un point
ou à l’infini

1 Les limites de référence
Propriété 1.1. Pour p ∈ N∗, on donne ci-dessous les limites des fonctions :
• x 7→ x2p définie sur R
• x 7→ 1

x2p définie sur R∗

Figure 1 – lim
x→−∞

x2p = +∞ et lim
x→+∞

x2p = +∞

Exemple 1.2. Si p = 2, alors :
• lim

x→−∞
x4 = +∞, lim

x→+∞
x4 = +∞

• lim
x→−∞

1
x4 = 0, lim

x→0−
1

x4 = +∞ et lim
x→0+

1
x4 = +∞

Propriété 1.3. Pour p ∈ N∗, on donne ci-dessous les limites des fonctions :
• x 7→ x2p+1 définie sur R
• x 7→ 1

x2p+1 définie sur R∗
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Exemple 1.4. Si p = 2, alors :
• lim

x→−∞
x5 = −∞, lim

x→+∞
x5 = +∞

• lim
x→−∞

1
x5 = 0, lim

x→0−
1

x5 = −∞ et lim
x→0+

1
x5 = +∞

Propriété 1.5. On a : lim
x→−∞

ex = 0 et lim
x→+∞

ex = +∞
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En corollaire, on a : lim
x→−∞

e−x = +∞ et lim
x→+∞

e−x = 0

Propriété 1.6. On a : lim
x→0+

ln(x) = −∞ et lim
x→+∞

ln(x) = +∞

Propriété 1.7. On a : lim
x→+∞

√
x = +∞

Application 1.8. Compléter les égalités :

1. lim
x→+∞

1
x7 =

2. lim
x→−∞

1
x6 =

3. lim
x→−∞

x11 =

4. lim
x→−∞

x8 =

5. lim
x→0−

1
x9 =

6. lim
x→0+

1
x6 =

2 Opérations sur les limites
Propriété 2.1. Soient f et g deux fonctions définies sur un même intervalle
I de R. Soit x0 un élément de I ou une borne finie ou infinie de I.
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Les tableaux ci-dessous récapitulent les différentes limites à connaître.
Le symbole ∞ signifie que la limite est infinie, mais qu’il reste à déterminer
le signe.
Le symbole ? signifie que l’on ne peut pas donner de résultat. On dira alors
qu’il s’agit d’une forme indéterminée.

Figure 2 – lim
x→x0

f(x) + g(x)

Figure 3 – lim
x→x0

f(x)× g(x)

Figure 4 – lim
x→x0

f(x)
g(x)

Application 2.2. Déterminer les limites suivantes :

1. lim
x→−∞

−3x3

2. lim
x→0−

x4 − 1
x2

3. lim
x→+∞

−3x3√x

4. lim
x→2+

1
x2−4

5. lim
x→1+

−3x+2
−2x2−x+3

6. lim
x→0+

x2 + 1
x3

7. lim
x→+∞

−3x2 − 2
x

8. lim
x→0+

−3x+ 1√
x

9. lim
x→−∞

(x2 + 2)(x5 + 1
x)

10. lim
x→+∞

(2− 3
x)(−4 + 1

x2 )
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3 Formes indéterminées

3.1 Fonctions polynomiales et fractions rationnelles

Remarque 3.1. Est-on capable de déterminer les limites suivantes :
1. lim

x→−∞
x2 − x3 ?

2. lim
x→+∞

√
x

x2 ?

Propriété 3.2. Soit une fonction polynomiale P de degré n ∈ N∗, alors :

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0 avec an 6= 0
= anx

n(1 + an−1
an
× 1

x + ...+ a1
an
× 1

xn−1 + a0
an
× 1

xn )

avec lim
x→±∞

1 + an−1
an
× 1

x + ...+ a1
an
× 1

xn−1 + a0
an
× 1

xn = 1
Donc lim

x→±∞
P (x) = lim

x→±∞
anx

n.

Méthode 3.3. Pour déterminer la limite en l’infini d’une fonction polyno-
miale, on la factorise par le monôme de plus haut degré.

Exercice 3.4. Déterminer les limites en +∞ et en −∞ des fonctions sui-
vantes :

1. f(x) = −2x3 + 3x2 + 3
2. f(x) = 5x3 − 5x2 + 2x− 1

3. f(x) = −2x2 − 6x+ 5

Remarque 3.5. Est-on capable de déterminer les limites suivantes :

TSI1-Lycée Antonin Artaud 5 Page 5/9



Calcul de limite en un point ou à l’infini www.jmcabrera.net

1. lim
x→−∞

x2+1
x3+2 ? 2. lim

x→+∞
x4−1
x2+1 ?

Propriété 3.6. Soient deux fonctions polynomiales N et D :
• N(x) = anx

n + an−1x
n−1 + ...+ a1x+ a0 avec an 6= 0 et n ∈ N∗

• D(x) = bpx
p + bp−1x

p−1 + ...+ b1x+ b0 avec bp 6= 0 et p ∈ N∗

Alors, pour tout x ∈ R n’annulant pas D :
N(x)
D(x) = an

bp
xn−p ×R(x) avec lim

x→±∞
R(x) = 1

Application 3.7. Déterminer les limites en +∞ et en −∞ des fonctions
suivantes :

1. f(x) = x3−2x2+3
2x3+x−2

2. f(x) = 2x4−3x2+3x−1
x3+x2+3x−2

3. f(x) = 3x2−3x+3
2x3+x2+2

3.2 Taux d’accroissement

f désignera ici une fonction définie sur un intervalle I de R et x0 un
point de I.

Définition 3.8. On appelle taux d’accroissement de f en x0 la fonction
définie sur I − {x0} par :

τx0(x) = f(x)−f(x0)
x−x0

Application 3.9. Les expressions suivantes sont des taux d’accroissement
de fonctions usuelles en un point. Les identifier :

1. t(x) = ln(x)
x−1

2. t(x) = ex−1
x

3. t(x) = sin(x)
x

4. t(x) = ln(1+x)
x

5. t(x) = cos(x)−1
x

6. t(x) =
√

x
x
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Théorème 3.10. Si f est dérivable en x0 alors :

lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

= f ′(x0)

Propriété 3.11. Limites à connaître :

• lim
x→0

sin(x)
x = 1

• lim
x→0

ln(1+x)
x = 1

• lim
x→0

ex−1
x = 1

• lim
x→0

cos(x)−1
x2 = −1

2

Application 3.12. Déterminer les limites suivantes :

1. lim
x→0

x
ex−1

2. lim
x→1

ln(x)
x−1

3. lim
x→0

1−cos(x)
x

4. lim
x→1

ex−e
x−1

3.3 Croissances comparées

Propriété 3.13. Soit n ∈ N∗ :

• lim
x→+∞

ex

xn = +∞

• lim
x→+∞

ln(x)
xn = 0

• lim
x→+∞

xn

ex = 0

Remarque 3.14. Dire que lim
x→+∞

ln(x)
xn = 0 revient à dire que la fonction

x 7→ xn est prépondérante devant la fonction x 7→ ln(x) au voisinage de
+∞.

Méthode 3.15. — Pour lever une forme indéterminée du type ”∞∞”, on
peut factoriser le numérateur et le dénominateurs par leurs termes
dominants respectifs.
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— Pour lever une forme indéterminée du type ”∞−∞”, on peut factoriser
la différence par le terme dominant respectifs.

Application 3.16. Déterminer les limites suivantes :

1. lim
x→+∞

ex − x2 + x 2. lim
x→+∞

x3−ex

x2+3x+1

4 Limite d’une composée
Soient deux applications f : I → J et g : J → R. Alors l’application

composée g ◦ f est définie sur I par (g ◦ f)(x) = g(f(x)).
On peut se représenter g ◦ f par le diagramme suivant :

I
f //

g◦f

99J
g // R

Exemple 4.1. Soient f : ]0; +∞[ → R et g : R→ R définies par f(x) = 1
x

et g(x) = x2 + 1 alors :
• (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = ( 1

x)2 + 1 = 1+x2

x2 définie sur ]0; +∞[.
• (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = 1

x2+1 définie sur R
Théorème 4.2. Soient f : I → J , g : J → R et a ∈ I (qui peut être fini ou
infini).
Alors :
• la fonction composée g ◦ f est bien définie sur I
• si lim

x→a
f(x) = b et si lim

y→b
g(x) = l alors lim

x→a
g ◦ f(x) = l

Application 4.3. Déterminer les limites suivantes :

1. lim
x→0

√
1 + 1

x2

2. lim
x→+∞

ln(1 + 1
x)

3. lim
x→+∞

e
2x+3
4x−1
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5 Théorème d’encadrement
Théorème 5.1. Soient f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle I
et soit a une borne finie ou infinie de I.
On suppose que : ∀x ∈ I, f(x) ≤ g(x) ≤ h(x).
Alors :
• si lim

x→a
f(x) = +∞ alors lim

x→a
g(x) = +∞

• si lim
x→a

h(x) = −∞ alors lim
x→a

g(x) = −∞

• si lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) = l où l ∈ R alors lim
x→a

g(x) = l

Application 5.2. Soit la fonction f définie sur ]0; +∞[ par f(x) = 3cos(x)+x
x2 .

f admet-elle une limite en +∞ ?

Application 5.3. 1. Montrer que pour tout x ∈ R, 1 ≤ 2− cos(x) ≤ 3.
2. En déduire lim

x→+∞
x+1

2−cos(x)
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