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Exercices
Chap.5 : Séries numériques

1 Nature et somme d’une série
Exercice 1.1. En calculant les sommes partielles, déterminer si les séries
suivantes sont convergentes. Le cas échéant calculer leur somme.

1.
∑
n≥2

un avec un = ln
(
1− 1

n

)

2.
∑

e−3n

3.
∑
n≥2

vn avec vn = 1
n(n−1)

4.
∑
n(n+ 1)

5.
∑
n≥2

wn avec :

wn = ln(n+1
n )

ln(n) ln(n+1)

6.
∑

2n+1(−3)2−n

7.
∑
n≥2

ln
(
1− 1

n2

)

Exercice 1.2. 1. Trouver trois réels a, b et c tels que :

1
n(n+1)(n+3) = a

n + b
n+1 + c

n+3 .

2. En déduire la valeur de
∑n
k=1

1
k(k+1)(k+3) .

3. En déduire la nature et la somme de la série :
∑
n>1

1
n(n+1)(n+3) .

4. Sur le même modèle déterminer la nature et la somme de
∑
n>2

1
(n+2)(n2−1) .

Exercice 1.3. Utilisation des critères de convergence
Déterminer la nature des séries suivantes (on pourra faire appel à toutes les
techniques du chapitre...) :

1.
∑
n≥1

(
1 + 1

n2

)

2.
∑
n≥1

n ln
(
1 + 1

n2

)

3.
∑
n≥1

n!
nn

4.
∑
n≥1

(
1√
n
− 1√

n+1

)
5.
∑

(−1)nne−n

6.
∑
n≥1

ln(n)
n2+ln(n)

7.
∑
n≥1

n!nn
(2n)!

8.
∑
n≥1

1
n+(−1)n

√
n

9.
∑
n≥1

ein

n2

10.
∑
n≥1

√
n cos(n)+(−1)n ln(n)

n2

11.
∑ (−1)n

2n+3
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Exercice 1.4. 1. Montrer que ln(ln(n+ 1))− ln(ln(n)) ∼
n→+∞

1
n ln(n) .

2. En déduire la nature de la série
∑
n≥2

1
n ln(n) .

Exercice 1.5. A l’aide des développement limités déterminer un équivalent
simple (de la forme 1

nα

)
de chacun des termes généraux des séries suivantes

puis déterminer la nature des séries :
1.

∑
n≥1

un avec un = 3 ln
(
n2 + 1

)
− 2 ln

(
n3 + 1

)
2.

∑
n≥1

vn avec vn =
(
1 + 1

n

)n
− e;

3.
∑
n≥1

wn avec wn = n
√
n+ 1− n

√
n.

2 Critère spécial des séries alternées
Exercice 2.1. 1. Montrer que la série :

∑ (−1)n

n+ 1
est convergente.

2. Montrer que ∀n ∈ N :
n∑
k=0

(−1)k

k + 1 =
∫ 1

0

dt
1 + t

− (−1)n+1
∫ 1

0

tn+1

1 + t
dt

3. Montrer que :

∀n ∈ N, 0 ≤
∫ 1

0

tn+1

1 + t
dt ≤ 1

n+ 2

4. En déduire que :
+∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1 = ln 2

5. Donner une valeur approchée de ln 2 à la précision 10−3.

3 Exercices complets
Exercice 3.1. On pose, pour tout n entier > 1 :

Sn =
n∑
k=1

1
k

; an = Sn − ln(n) ; bn = Sn − ln(n+ 1)
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1. Montrer que pour tout k ∈ N∗ : 1
k+1 6 ln(k + 1)− ln(k) 6 1

k . Indica-
tion : penser à l’inégalité des accroissements finis.

2. (a) Montrer que les suites (an)n∈N∗ et (bn)n∈N∗ sont adjacentes. On
note γ leur limite commune. ( γ s’appelle la constante d’Euler)

(b) Montrer que γ > 0.

3. En déduire que
n∑
k=1

1
k = ln(n) + γ + o(1) lorsque n→ +∞.

Cette égalité s’appelle le développement asymptotique de la série
harmonique.

Exercice 3.2. Soit a > 0. Pour n ∈ N, on pose un = nne−n√n
n! et pour

n ∈ N∗, on pose vn = ln
(
un+1
un

)
.

1. Donner la nature de la série
∑
n≥1

vn.

2. En déduire que la suite (ln (un))n>1 est convergente.
3. Justifier qu’il existe une constante C > 0 telle que :

n! ∼
n→+∞

C
√
nnne−n Formule de Stirling

Exercice 3.3. Soit λ > 0 et (un)n∈N la suite définie par

: ∀n ∈ N, un = (−1)n
λn+1 .

1. La série
∑
un est-elle absolument convergente ?

2. Vérifier que pour tout entier n, un = (−1)n
∫ 1

0 t
λn dt.

3. (a) Montrer que pour tout n ∈ N,
∑n
k=0 uk =

∫ 1
0

dt
1+tλ +rn en précisant

la valeur de rn.
(b) En utilisant le fait que tλ(n+1)

1+tλ 6 tλ(n+1) pour tout t ∈ [0; 1], mon-
trer que limn→+∞ rn = 0.

(c) En déduire que la série
∑
un est convergente et que l’on a :

+∞∑
n=0

un =
∫ 1

0
dt

1+tλ .

4. En déduire les valeurs de
+∞∑
n=0

(−1)n
n+1 et

+∞∑
n=0

(−1)n
2n+1 .

4 Pour aller plus loin...
Exercice 4.1. On considère une série

∑
n>1 un à termes strictement posi-

tifs. On suppose qu’il existe α ∈ R tel que :
un+1
un

= 1 + α

n
+O

( 1
n2

)
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1. Pour β ∈ R fixé, on pose : vn = ln
(
(n+ 1)βun+1

)
− ln

(
nβun

)
.

Donner les valeurs de β telles que la série
∑
n>1 vn converge.

2. En déduire qu’il existe A ∈ R tel que un ∼
n→+∞

Anα.

3. Donner la nature de
∑
n≥1

un en fonction de la valeur de α.

Il s’agit du critère de Raabe-Duhamel.
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