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RESUME

Le présent travail est une contribution a la K-théorie bivariante des C*-
algébres au sens de Kasparov, et en particulier & sa version équivariante. Un
role clé dans cette théorie est joué par 1’élément v de Kasparov, une sorte
de classe fondamentale équivariante d’un groupe localement compact. On se
propose de représenter cette classe par des K-cycles (modules de Fredholm)
possédant de bonnes propriétés.

Dans cette thése, on donne une nouvelle construction de tels K-cycles
pour les groupes hyperboliques au sens de Gromov. Les modules de Fred-
holm obtenus sont finiment sommables, i.e. ils possédent une propriété de
régularité particulierement forte. On donne aussi une majoration de leur de-
gré minimal de sommabilité.

On s’inspire des travaux de V. Lafforgue : les K-cycles considérés sont si-
milaires & ceux utilisés par V. Lafforgue dans sa démonstration de la Conjec-
ture de Baum-Connes a coefficients pour les groupes hyperboliques. Leur
construction est basée sur les idées de Mineyev sur les "bicombings homolo-
giques" des groupes hyperboliques et procéde par récurrence sur les squelettes
d’un complexe de Rips associé au groupe.

Une preuve non-constructive de la sommabilité finie d’un élément v a été
obtenue par Emerson et Nica pour les groupes hyperboliques & caractéristique
d’Euler-Poincaré zéro. Des constructions explicites de K-cycles représentant
I’élément v d’un groupe hyperbolique ont été données par Kasparov-Skandalis
et V. Lafforgue, mais on ne sait pas si leurs modules sont finiment sommables.
En général, on ne peut pas espérer trouver des éléments "gamma" finiment
sommables pour d’autres classes de groupes discrets.
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ABSTRACT

This work is a contribution to the bivariant K-theory of C*-algebras in the
sense of Kasparov and in particular to its equivariant version. In this theory,
a key role is played by Kasparov’s “gamma’element, a kind of equivariant
fundamental equivariant class for a locally compact group. It is of interest
to find particularly well behaved K-cycles (Fredholm modules) representing
this class.

We present a new construction of K-cycles representing a "gamma'-
element for hyperbolic groups in the sens of Gromov. The Fredholm modules
obtained are finitely summable i.e. they possess particularly strong regula-
rity properties. We also obtain an upper bound of their minimal degree of
summability.

Our approach is inspired by the work of V. Lafforgue : the K-cycles un-
der consideration are similar to those used by Lafforgue in his demonstration
of Baum-Connes conjecture with coefficients for hyperbolic groups. Their
construction is based on Mineyev’s ideas on homological bicombings and pro-
ceeds by induction over the skeleta of a Rips complex associated to the group.

A non-constructive proof of the finite summablity of a “gamma’” ele-
ment was obtained by Emerson and Nica for the hyperbolic groups of Euler-
Poincaré characteristic zero. Explicit constructions of K-cycles representing
the “gamma’”- element of hyperbolic groups were given by Kasparov-Skandalis
and V. Lafforgue, but it is not known whether their modules are finitely
summable. In general one cannot hope to find finitely summable “gamma”
elements for other classes of discrete groups.
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INTRODUCTION

Les groupes hyperboliques constituent une classe particulierement intéres-

sante de groupes discrets finiment engendrés. La caractéristique de groupes
hyperboliques est le caractére d— fin des triangles dans les graphe de Cayley
¢(T',9), ou la constante d’hyperbolicité § ne dépend que de I' et du systéme
générateur S de I' choisi.
Plusieurs conjectures, qui restent pour la plupart ouvertes, ont été démon-
trées sur les groupes hyperboliques. Parmi elles, la version forte de la conjec-
ture de Novikov par Kasparov (|Kal), la conjecture de Baum-Connes, ainsi
que la conjecture de Baum Connes a coefficients (|[Laf]) sont maintenant éta-
blies.

Un point clef dans la preuve de chacune des trois conjectures citées est la
construction d’un module de Fredholm

e=(H,mF)

sur la C*— algebre réduite, notée C*(T"), sur le groupe hyperbolique. Ce
dernier représente I’élément "gamma" :

Y € KKF(C>C)

dans la K — théorie bivariante équivariante de Kasparov.

Pour rappel, un module de Fredholm sur C*(T") est la donnée d’une repré-
sentation unitaire paire de I' sur un espace de Hilbert séparable ¢, Z /27 -
gradué, et d’un opérateur linéaire borné impair F' sur 5 dont I'image dans
I'algébre de Calkin Z () /% () est unitaire, auto-adjointe et commute
avec m(I).

L’ensemble des classes d’homotopie de tels bimodules forme le K —groupe
bivariant I'—équivariant de Kasparov en question.

Aucun des modules précédemment construits n’est réputé posséder la pro-
priété de sommabilité finie, qui exige que les conditions précédentes soient
déja valables modulo un idéal de Schatten ¢7(#) C J# (). Cela représente
une forte condition de régularité qui permet, notamment, de calculer I'indice
de ces modules grace a des formules d’indices particulierement simples ([Col).
Dans cette thése, nous proposons une construction explicite d’'un module de
Fredholm finiment sommable sur C*(I') qui représente aussi bien la classe
de I’élément "gamma" de Kasparov-Skandalis ([KS2|), que celui de Lafforgue
([Laf]). De plus, nous majorons le degré minimal de sommabilité par une
constante explicite déterminée par la géométrie du graphe de Cayley.
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Nos principales sources d’inspiration sont d’une part la preuve établie par
Lafforgue de la conjecture de Baum-Connes a coefficients pour les groupes
hyperboliques ([Laf]) et d’autre part le travail de Mineyev et al. sur les bi-
combings homologiques pour les groupes hyperboliques ([MMS]).

Lafforgue construit explicitement des K — cycles qui représentent 1’élément
"gamma" réduit. Ils sont de la forme :

£y = (P(AR(D), peg, e 0 (0 + hEFF) 0 ="y

pour R et t suffisamment grands. Dans cette expression, AZ(T") désigne le
complexe de Rips, le sous complexe simplicial du complexe de Bar de I
constitué des simplexes de diamétre au plus R. Il contient le graphe de Cay-
ley de (I", S) dans son 1— squelette, et il est contractile pour R suffisamment
grand. Par conséquent, il peut servir de modéle pour un I'— espace propre
universel.

[' agit par translation a gauche sur le complexe de Rips et donne lieu a une
représentation unitaire 7., sur I'espace de Hilbert ¢? associé. Les opérateurs
O et hta/J désignent respectivement opérateur de bord et une homotopie de
chaine contractante du complexe de chaines CZ(T",C) associé au complexe
de Rips. Enfin, d£%// désigne I'opérateur de multiplication avec la distance a
un sommet de base du complexe de Rips, pour une distance d**// (particu-
lierement bien choisie) qui est "continue" et quasi-isométrique a la métrique
des mots sur (I', S).

Les bimodules de Lafforgue dépendent de deux données qui peuvent étre
modifiées : le choix de I’homotopie contractante du complexe de Rips ainsi
que celui de la métrique continue, quasi-isométrique a la métrique des mots.
Par rapport aux choix de Lafforgue, nous allons simplifier ces deux données,
en utilisant le bicombing homologique de Mineyev pour les groupes hyper-
boliques.

Il existe une homotopie contractante canonique d’un espace hyperbolique
réel muni d’un point de base x € I' : elle envoie tout point y € I' au point
de base x le long du segment géodésique joignant x et y. Par ailleurs, dans
un triangle géodésique d’un espace hyperbolique, un angle décroit exponen-
tiellement avec la distance a son coté opposé. Cela implique la sommabilité
finie de I’élément "gamma" pour des groupes d’isométries de ’espace hyper-
bolique ([Col).

Pour un groupe hyperbolique abstrait, les chemins géodésiques doivent
étre remplacés par le bicombing homologique de Mineyev. A un sommet
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donné y du graphe de Cayley, Mineyev associe une combinaison convexe de
segments géodésiques de longueur donnée ( 105 par exemple) joignant y et
des sommets situés entre y et 'origine x. Si l'origine est modifiée, la norme
de la différence de ces combinaisons convexes dans (1(4 (T, S)) décroit ex-
ponentiellement avec la distance a un segment joignant les deux origines.
Une itération du procédé de construction de Mineyev conduit au bicombing
recherché : cela fournit les termes en degré 0 d’une "bonne" homotopie de
chaine contractante du complexe de Rips.

Nous utilisons ce bicombing comme point de départ de la construction
d’une homotopie contractante du complexe de Rips tout entier, par récur-
rence sur les squelettes. Supposons qu'une telle contraction, nommée h,, a
été construite sur le (n — 1)— squelette. Pour un n— simplexe «, la chaine
o = a— hy,_1(0a), ot da est le bord de «, est un cycle et h,(«) sera un
remplissage particulier de ce dernier, c’est-a-dire :

O(hn(@)) = a — hy—1(0c)

Le remplissage de o' est contrdlé a 'aide d’une famille de segments géo-
désiques de Mineyev rattachés au sommet de base zy de a. Ces derniers
se situent dans une couronne de largeur fixée (100 par exemple) centrée en
I'origine choisie et dont la frontiére extérieure contient le sommet de base
xg. L’application identité du complexe de Rips de la couronne est canonique-
ment homotope & une combinaison convexe de projections orthogonales sur
les segments de Mineyev.

Remplir un cycle situé dans cette couronne revient donc a remplir un cycle
sur un segment, ce qui peut étre réalisé canoniquement.

Cette procédure est d’abord réalisée sur la partie de o située dans la cou-
ronne. Par récurrence on obtient le remplissage de o' tout entier.

Par ce procédé, la "presque indépendance" des bicombings de Mineyev par
rapport au choix de l'origine conduit a une "presque indépendance" de 1’ho-
motopie contractante h? construite par rapport a cette méme origine. Cela
constitue le premier résultat principal de cette thése.

Cependant, aucune des homotopies de chaines précédemment construites
ne se prolonge a £2(A(T")). La conjugaison par des opérateurs e'd= | pour
t >> 0 permettra d’obtenir de nouveaux opérateurs F; dont les coefficients
de matrice sont a décroissance exponentielle par rapport a la distance de la
diagonale, ce qui les rendra bornés.

La sommabilité finie des commutateurs [F}, m,¢4(g)],g € T provient d’une
part de la presque "indépendance" par rapport au point de base de I’ho-
motopie contractante; et d’autre part d’un choix judicieux de la métrique
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auxiliaire d (quasi-isométrique a la métrique des mots). Cette derniére, devra
vérifier la forte condition d’uniforme continuité et de décroissante exponen-
tielle suivante :

sup sup @) | d(z,y) — d(2,y) — d(x,) + d(@',y) |< +o0
z,y€la!y d(z,2")=d(y,y’)
Cette condition sera vérifiée par la distance de Mineyev-Yu, dM¥ | construite

a partir du bicombing de Mineyev-Yu.

Une estimation élémentaire des coefficients de matrice montrera ensuite
que les triplets :

ey = (CP(AF (), Tregs e (0+ hf)eitdyy)

définissent des modules de Fredholm qui représentent I’élément "Gamma"
réduit de Kasparov-Skandalis et Lafforgue pour R > 120 et pour tout ¢t >
200In(] S |).

On peut montrer qu’il est en plus finiment sommable et que son degré mi-
nimal de sommabilité satisfait la majoration p < 180006°- | S [M9*! qui ne
dépend que de la constante d’hyperbolicité et de la cardinalité du systéeme
de générateurs du groupe.

Dans certains cas, une meilleure majoration de p est connue. Emerson et
Nica (JEmNi|) ont fourni une preuve trés élégante de I'existence de modules
de Fredholm finiment sommables sur la C*— algébre maximale d’un groupe
hyperbolique qui représentent I’élément "gamma'. Pour cela, ils utilisent la
suite de Gysin en K —homologie qui relie 'action triviale a l'action de I’
sur son bord. Sous ’hypothése que la caractéristique d’Euler-Poincarré du
groupe est nulle, ils obtiennent la forte majoration p < Max(visdim(0l'),2)
ot visdim(0l') désigne la dimension de Hausdorff du bord de I' par rapport
a la métrique "visuelle".

Il est & noter que la sommabilité finie de I’élément "gamma" n’est réali-
sée que dans des cas assez exceptionnels. A cet égard, le comportement de
réseaux de rang supérieur est trés opposé a celui des groupes hyperboliques :
tout module de Fredholm finiment sommable sur un tel réseau est homotope
a 'élément nul ([Pu3)|).

Les quatre premiers chapitres de cette thése rappellent des notions de
base sur la C*— algébre réduite d'un groupe, sur les groupes hyperboliques,
sur les modules de Fredholm puis sur les complexes simpliciaux.

La nouvelle homotopie contractante est construite dans le chapitre [5
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Dans le chapitre [0, nous construisons les nouveaux modules de Fredholm et
nous estimons les coefficients de matrice des opérateurs associés.

Enfin, dans le chapitre [7, on montre que les modules de Fredholm finiment
sommables obtenus représentent la classe d’'un élément "Gamma" réduit.
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1  Quelques rappels sur les groupes

Les définitions et propriétés relatives aux groupes finiment engendrés,
espaces métriques et actions de groupes sont détaillées dans [BH].

1.1 Graphe de Cayley associé & un groupe

Définition 1.1. Soit un groupe discret G et S = {s1,..., 8.} un systéme fini
d’éléments générateurs.

On dit que S est symétrique s’il contient linverse de chacun de ses élé-
ments.

On définit une géométrie sur G :

1. la longueur d’un élément g € G, notée ls(g), est la plus petite lon-

gueur d’une suite s;,, ..., s; de générateurs telle que g = s;,...5;,

2. la distance entre deuz éléments g,h € G, notée ds(g,h), est la lon-
queur de gh™! :

ds(g,h) =ls(g"h)
Proposition 1.2. Soit e [’élément neutre de G, la mesure lg : G — N
vérifie :
1. ls(g)=0<==g=c¢
2. Yge G,ls(g7") = Is(g)
5. Vg, h € G,ls(gh) <ls(g) +ls(h)

Proposition 1.3. (G, ds) est un espace métrique. La distance dg est inva-
riante par translation a gauche :

Vg, h,l' € G,ds(gh,gh') = ds(h, )

Remarque 1.4. Cette distance dépend du systéme de générateurs choisi, ce
qui peut représenter un inconvénient.

Définition 1.5. (Cf. [BH/,Définition 8.14) On dit que deux espaces mé-
triques (X, d) et (X', d') sont quasi-isométriques s’il existe des applications
f: X =X etg: X — X ainsi que des constantes A > 0 et C' > 0 telles
que :

M(x,y) + C pour tous x,y € X
M(2',y') + C pour tous x,y € X'
3. d(g(f(z)),z) < C pour tout v € X

4. d'(f(g(a)),2") < C pour tout 2’ € X'
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Proposition 1.6. Si S et S’ sont deux systémes finis de générateurs d’un
groupe G alors (G,dg) et (G,ds) sont quasi-isométriques. Plus précisément,
il existe A, B > 0 tels que :

Ads < dg» < Bdg

Preuve : On définit B comme le maximum de la longueur [g: sur S et %
comme le maximum de la longueur [g sur S’. [J

On peut donc associer a chaque groupe discret finiment engen-
dré G un espace métrique bien défini & quasi-isométrie prés : il
s’agit de ce groupe muni de la distance ds pour n’importe quel
systéme fini symétrique de générateurs.

Définition 1.7. Soit G un groupe discret et S = {s1,...,S,} un systéme
générateur symétrique de G. Le graphe de Cayley de G par rapport a ce
systéme générateur est le graphe, noté 4(G,S), dont les sommets sont les
éléments de G, avec une aréte entre g et h si et seulement s’il existe s; € S
tel que h = gs; (c’est a dire : dg(g,h) =1 si g # h).

Les translations a gauche de G sur lui-méme permettent de définir une
action de G sur ¢(G, 9).
On peut définir une distance sur 4 (G, S) en considérant la borne inférieure
des longueur des chemins qui joignent deux points donnés :

dg(c.s)(g9,h) = ds(g, h)

Pour une définition plus générale d’un graphe métrique associé a un
groupe, on pourra se référer a [BH|, paragraphe 1.9.

Exemple 1.8. Graphe de Cayley défini par le groupe libre sur deux généra-
teurs a,b et par S = {a,a™*,b,b71}.

A chaque sommet du graphe correspond un élément du groupe, un mot
réduit. Les mots sont reliés par des arétes.

Le sommet central correspond au mot vide. Les quatre sommets les plus
proches du mot vide sont : a, b, a=! et b 1.

Modules de Fredholm finiment sommables sur les groupes hyperboliques 13
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E o

FIGURE 1 — Graphe de Cayley défini par le groupe libre sur deux générateurs
a,bet par S = {a,a t,b,b71}.

— C L - L s
Exemple 1.9. 3 2 1 0 1 2

FIGURE 2 — Graphe de Cayley défini par le groupe Z et par S = {—1;1}.

1.2 Représentations unitaires d’un groupe

Les groupes sont aussi étudiés au travers de leurs représentations, qui
en révelent de fagon indirecte des propriétés intrinséques. Ainsi, les groupes
topologiques se dévoilent notamment par I'intermédiaire de leurs actions uni-
taires vers des espaces de Hilbert.

Définition 1.10. Soit 7 un espace de Hilbert séparable, [’ensemble des
opérateurs bornés unitaires de L () constitue un groupe appelé le groupe
unitaire de I, nous le noterons U ().

U(H)={U € L(A),UU=UU* =TI}

Définition 1.11. Soit G un groupe topologique. Une représentation de GG
sur un espace de Hilbert 57 est un homomorphisme © du groupe G sur
le groupe G Leoni(F€) des opérateurs linéaires bornés continus sur J tel que
Uapplication G x 6 — A définie par (g,x) — w(g)x est continue.

Nous noterons (mw, ;) une représentation du groupe G.

On dit que (m, ;) est une représentation unitaire si w(g) € U (H)
pour tout g € G, c’est-a-dire :

Modules de Fredholm finiment sommables sur les groupes hyperboliques 14



Yo,w e iz, (m(g)v|m(g)w) = (vjw)
Si la représentation est unitaire, on a donc en particulier w(g)* = w(g™"').

Proposition 1.12. Une représentation m d’un groupe G sur un espace de
Hilbert 7 est unitaire si et seulement si :

Vge G,m(g") =n(g)*

Proposition 1.13. [Dé/(page 129) Soit G un groupe localement compact.
Considérons 'espace de Hilbert L*(G). L’application L : G — % (L*(Q))
telle que pour tout g € G, Uapplication L, définie par : L, : L*(G) — L*(G)
avec :

Vo e L*(Q),Ly(p): G— G
et

Vhe G, Ly(¢)(h) = @(g7'h)

est appelée représentation réguliére a gauche.

Preuve :
Lz(p) est unitaire car, par invariance a gauche de la mesure de Haar :

< Ly, wa >= [ Lewo(y) Letb(y) dy
= [, elz™ly x‘ly)dy

= fG e(y)v

=<, >

1.3 C* algébre maximale et C* algébre réduite d’un
groupe

Soit I' un groupe discret. Nous allons lui associer deux C*— algébres.

Définition 1.14. On définit la C* algébre maximale, notée C*T", comme
le complété de CI' pour la norme :

> agg|l = sup || > agm(9)
gel’ (m,72) ||geT

ot le sup est pris sur ’ensemble de toutes les représentations unitaires (7, 7€)

deT.
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Posons (2(T) =< f: T = C, > | f(9) |°< oo p Pensemble des suites in-

gel

dexées par I' de carré sommable.

Muni du produit scalaire :

(D2 agg, > beg) = > agby

gerl gel gerl

(*(T") est un espace de Hilbert.
La représentation réguliére a gauche de I' sur ¢*(T") est le morphisme de
groupe e, : I' = % (¢*(T')) défini par :

si f € (2(T) alors mey(g)f(h) = f(g~'h)

Soit Z(¢*(T)) la C*—algebre des opérateurs linéaires bornés
T:(*T) — ¢2(I)

On définit alors C¥(I'), appelée C* algébre réduite du groupe I,
comme l'adhérence dans .Z(¢£*(G)) de l'espace vectoriel engendré par 'image
de I' par sa représentation réguliére a gauche.

C:(F) = Wreg(CF) - 2(62(1_‘))

ot C(I') désigne 'ensemble des combinaisons linéaires formelles finies d’élé-
ments de I' a coefficients dans C.

2 Groupes hyperboliques

La notion de groupe hyperbolique a été introduite et développée par Mi-
khail Gromov au début des années 1980 dans son ouvrage [Grom).

Les différentes définitions et propriétés énumérées ci-dessous sont explicitées
dans [GhHal.

2.1 Définition et premiéres propriétés

Définition 2.1. Soit (X,d) un espace métrique. Soient xq,x; deuzx points
de X et a = d(xg,x1). Un segment géodésique dans X d’origine o et
d’extrémité x1 est une isométrie g : [0,a] — X telle que g(0) = x¢ et g(a) =
ZIq.
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Définition 2.2. On dit que (X, d) est un espace géodésique si, pour toute
paire de points (xo, 1) € X2 il existe un segment géodésique d’extrémités x
et ;.

Exemple 2.3. Il n’y a pas toujours unicité du segment géodésique. Par
exemple, le graphe de Cayley 9(G,S) (Cf Définition d’un groupe G
finiment engendré par S est un espace géodésique. St G n’est pas engendré
librement par S alors il existe un circuit qui contient des paires de points
entre lesquels il existe plusieurs segments géodésiques.

Définition 2.4. Soit 6 > 0 un nombre réel. On dit qu’un espace métrique
géodésique X est d—hyperbolique si pour tout triangle x,y,z, on peut trouver
un point ¢ qui est a une distance moindre que § de chacun des trois cotés du
triangle x,y,z.

zZ
FIGURE 3 — La distance de ¢ & chacun des cotés est inférieure a §

Gromov fournit dans son ouvrage |[Grom| plusieurs définitions équiva-
lentes dont :

Définition 2.5. On dit qu’un espace métrique (X, d) est 6—hyperbolique
lorsqu’il existe une constante d > 0 telle que :

V(x1, 10, 23,74) € X4 :

d(zy1,x9) + d(3, 24) < maz {d(xy,x4) + d(xe, x3), d(21, 3) + d(22,24)} + 20

Proposition 2.6. Condition de Rips : Un espace métrique (X, d) est
d—hyperbolique si et seulement si pour tout triplet (xv,y,z) € X3 et tout
choizx de segments [x,y], [y, 2], [z, z] on a la propriété suivante :

tout point de [z, y] est a une distance inférieure a § de tout point de la réunion
[y, 2] U [z, ].

On exprime cette propriété en disant que les triangles de X sont 6—fins.
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Considérons un arbre 7', ¢’est-a-dire un graphe connexe sans cycle et as-
socions a chaque aréte a de T un réel strictement positif [(a). On peut alors
munir 7" d'une métrique d qui en fait un espace métrique géodésique et pour
laquelle chaque aréte a est isométrique a l'intervalle [0;1(a)] de R; on parle
alors d’arbre métrique.

FIGURE 4 — Ceci est un arbre.

FIGURE 5 — Ceci n’est pas un arbre.

Dans un tel arbre métrique, deux points quelconques sont joints par un
unique segment. Considérons quatre points x, x9, 3, x4 de T et les segments
les joignant deux a deux.

T2

T

T3
T4

FIGURE 6 — Un arbre métrique est un espace métrique hyperbolique

On constate qu’a une renumérotation des indices prés, on a :
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d(z1, 22) + d(x3, 24) = d(x1, 24) + d(22, 73)

Exemple 2.7. En particulier, un arbre métrique est un espace métrique 0-
hyperbolique.

Lemme 2.8. Si deux espaces métriques géodésiques sont quasi-isométriques
et si l'un d’eux est hyperbolique alors il en est de méme de [’autre.

Preuve : [GhHa| Théoréme 12 p. 88

Lemme 2.9. Soit un espace métrique 6— hyperbolique et géodésique (X, d)
Considérons x,y,z € X. Choisissons trois segments [z,y], [y, 2] et [z, z].
Alors il existe w € [y, 2] tel que :

d(w, [z,y]) < et d(w,[x,z]) < I

FIGURE 7

Preuve :
Par hyperbolicité, tout point d’une géodésique de y & z est a distance
inférieure a 9 de [y, z] U [z, z]. On a donc :

ly,2] cU,UU,
ou :
1. Uy ={ve X, d,zy] <d}
2. U, ={veX,dv,|x,z] <}

Posons U; = U, N[y, z] et U, = U, N [y, z]. Alors U, et U_ sont deux ouverts
non vides (car y € U, et z € UY) de [y, z].

Or [y, z] est connexe donc U; N U, # 0.

Soit donc w € U, NU, N[y, .

Ainsi il existe u € [z,y] et v € [, 2] tels que :
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d(w,u) <6 et d(w,v) <60

Proposition 2.10. Soit un espace métrique géodésique et d— hyperbolique
X. On se donne trois éléments x,y,p € X et on suppose qu’il existe deux
géodésiques [x,y] et [x,y]" dex ay. Alors :

d(p, [x7y]) =0 < d(pa [ZL’,y]/) < d(pv [ZL’,y]) +9

P

!
Z

FIGURE 8 — d(p,2) = d(p, [z,y]) et d(p,2") = d(p, [z, y]')

Preuve : Soient z € [z,y] et 2’ € [x,y] tels que d(p,2) = d(p, [x,y]) et
d(p,2') = d(p, [a:,y]'). Par hyperbolicité, tout point de [z, y] se trouve & une
distance inférieure ou égale a § de [z, y]' ou de {y} (en considérant le triangle
dégénéré {z,y,y}) . Ainsi z se trouve a une distance inférieure ou égale a 0 :

1. de[z,y]". Alors, il existe 2" € [x,y] tel que d(z, 2") < det : d(p, [x,y]) <

d(p,2") < d(p, z) + d(z,2") < d(p, [z,y]) +

2. ou de {y}. Alors :

d(p, [x,y]') < d(p,y)

On a donc toujours d(p, [z, y]")
que d(p, [z,y]) < d(p, [z.y]) +6 O

Définition 2.11. Soient un espace métrique (X,d) et Y C X un sous-espace.
On note :

geod(Y) = {x € X,3(y,y) € Y, d(y,z) +d(z,y') = d(y,y')}

Lemme 2.12. Soit I' un groupe d— hyperbolique. Soient x,y,u,v € I' et
sotent u’,v" € geod({x,y}) des points a distance minimale de respectivement
u et v. Alors :

d(p, z) + d(z,y) < d(p, [z,y]) +0
d(p,

<
< d(p,[x,y]) + 0. On démontre de méme

d(u',v") < d(u,v) + 100. (1.29)

Preuve :

Si d(u',v") < 86 alors la magjoration est triviale. Nous pourrons donc
supposer dans la suite que d(u',v") > 86.
Par hyperbolicité :
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geod({u',v'}) C B(geod{u',x} U geod({v',z}),d) C B(geod({z,y}),0).

Soient [u,v], [u',v'], [u,u], [v,v'] des segments géodésiques. D’apres le lemme
il existe w € [u,v'] N B([u,u],0) N B([u/, '], ).

Soit z € [u,u'] vérifiant d(z,w) <6, alors :

z, geod({z,y}))
d(z, geod({u',v'})) + d(geod({v',v'}), geod({z, y}))
d(z, geod({u',v'})) + 6
d(z,w) + d(w, geod({u',v'})) + ¢
d(z,w) 4+ 26 < 36

S
—~

<
<
<
<

Etant donné que v’ se trouve sur une géodésique de x &y la plus proche pos-
sible de u et que z € [u,u'], on ne peut avoir d(z,geod({z,y})) < d(v',z).En
effet, autrement, il existerait un z sur une nouvelle géodésique de x a y notée
[z,y]" telle que d(z, %) = d(z,[z,%]"). On aurait alors :

d(u,v') = d(u, z) + d(z,u')
> d(u,z) +d(z, 2)
> d(u, 2)

Ce qui est contradictoire avec la définition de u'.

D’ou d(z,u') < d(z,geod({z,y})) < 30 et d(v',w) < d(v,z) + d(z,w) <
44.
w € [u,v'] donc par hyperbolicité w € B([v,v'],0) ou w € B([v,u],0d).
Supposons que w € B([v,v'],0) alors il ezxiste 2" € [v,v] tel que d(w,z") < 6.
Alors :

d(z', geod({z, y}))

< d(2',w) + d(w, geod({z, y}))

< 6 +d(w, geod({z,y}))

< 6+ d(w, geod({u',v'}))) + d(geod({u', v'}), geod({z, y})))
< g((sw, [, v'])) 4+ 26 car geod({u',v'}) C B(geod({z,y}),d)
<

De la méme facon que ci-dessus, étant donné que v’ se trouve sur une
géodésique de x a y la plus proche possible de v et que 2’ € [v,v'], on ne peut
avoir d(2', geod({x,y})) < d(',v").

1l vient :

d(w,v") < d(w, 2') 4+ d(',v)

< d(w,?') +d(2, geod({z,y}))
< 46
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Ainsi = d(u/,v") < d(u',w) + d(w,v") < 40 + 45 = 8 ce qui contredit
Uhypothése initiale. Donc w ¢ B([v,v'],0) et w € B([v,ul,d)
Par conséquent w € B([u,v],9) et :

d(u', [u,v])

< d(w',w) + d(w, [u, v])

<40 +0="50

On prouve de la méme maniére que d(v', [u,v]) <5

11 existe donc v, v" € [u,v] tels que d(u',u") < 50 e d(v’,v”) <50. D’ot :
d(u',v")

< d(u’,u”) + d(u”,v”) + d(v”, Ul)
< 5§ + d(u,v) + 50
< d(u,v)+ 106 O

Proposition 2.13. Soient I un groupe de type fini, S, T deux systemes finis
de générateurs de T tels que S™' = S et T' =T et 9(Y,S), 4(Y,T) les
graphes de Cayley associés. Alors G(Y,S) est hyperbolique si et seulement si
G (Y, T) lest.

Preuve : D’apres G(Y,S) et 4(Y,T) sont quasi-isométriques. On
conclut alors en utilisant [2.8.

Nous sommes maintenant en mesure de définir correctement un groupe
hyperbolique :

Définition 2.14. Un groupe de type fini G est dit hyperbolique lorsque le
graphe de Cayley défini par G et un systéme fini de générateurs de G est
hyperbolique.

Proposition 2.15. Tout groupe fini est hyperbolique. Un groupe libre est
hyperbolique (le graphe de Cayley étant un arbre, tout triangle y est complé-
tement aplati...). Un produit libre de groupes hyperboliques est hyperbolique.

2.2 Le produit de Gromov

Dans un espace métrique, dans [Groml/, paragraphe 1.1, M. Gromov défi-
nit, pour un point de base xo fixé, une quantité associée a tout couple (x,y).
Cette définition lui permettra de donner une caractérisation des espaces hy-
perboliques.

Définition 2.16. Soit (X, d) un espace métrique. Etant donné un point de
base xg € X, le produit de Gromov de deux points y,z € X est défini par :
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(Y | 2)e0 = 3(d(@0,y) + d(w0,2) — d(y, 2))
Remarque 2.17. L’idée intuitive du produit de Gromov (y | z)., est qu’il

quantifie la distance de xo aux géodésiques reliant y a z. Plus le produit de
Gromov est grand, plus cette géodésique est loin du point-base.

Proposition 2.18. Un espace métrique (X,d) est — hyperbolique si et
seulement st pour tout point de base xqg € X et tous x,y,z € X :

(ZIZ' | Z)Io > mZ?’L((flf | y)xoa (y ’ Z)xo) -9
Preuve : Supposons que (X, d) est 6— hyperbolique alors :
d(ZE, Z) + d(ya CL’()) S max(d(x, y) + d(Z, l‘g), d(.T, [Eo) + d(za y)) + 20
1l vient :

d(z, 2) + d(y, x0) — (d(z, z0) + d(z, z0)) <
maz(d(z,y) — d(z,z0),d(z,y) — d(z,z0)) + 20

D’ou :

—d(x, z) — d(y, xo) + (d(z, 0) +d(z,x0)) >
mm(—d(:c,y) + (95,550)’ ) ( x )) —20
<~

d(z, o) + d(z,x0) — d(z, 2)
> d(y, o) + min(—d(z,y) + d(x, z0), —d(2,y) + d(z,z¢)) — 20
> min(d(y, xo) + d(z, x0) — d(x,y), d(y, o) + d(z,z0) — d(2,y)) — 20

Finalement, il vient :
(I | 2)930 > mm((y | x)fﬂov (y | Z)fﬂo) —0
La réciproque s’obtient par le méme raisonnement [

Proposition 2.19. Soient g, y, z trois points d’un espace métrique. Il existe
un tripode T' et une isométrie f : {xo,y,z} — T d’image les trois extrémi-
tés du tripode. De plus,(y | 2)z, est la longueur de l’aréte de T' qui a pour
extrémité f(xg).

W] 2)a0
f (o)

FIGURE 9 — Le produit de Gromov est la longueur de ’aréte de 1" qui a pour
extrémité xg.
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Proposition 2.20. Soit (X, d) un espace géodésique et (z,y,z) € X>. Alors :

(y | 2)e < d(z, geod({y, 2})

Preuve : Soit u € geod({y, z}) tel que d(z,u) = d(x,geod({y, z}). On
sait que :

d(z,z) < d(z,u) + d(u, z) <= d(z,u) > d(z, z) — d(u, 2)
De méme :

d(z,y) < d(z,u) +d(u,y) < d(z,u) > d(z,y) — d(u, y)
En sommant les deux inégalités puis en divisant par 2, il vient :

d(z,y) < 3 [d(z, 2) + d(x,y) — (d(u, 2) + d(u,y))] <= d(z,y) <

3 1d(@, 2) +d(z,y) — d(y, 2))] O

3 Modules de Fredholm

L’étude de la K— homologie trouve ses racines aussi bien dans la théorie
des opérateurs que dans la théorie de l'indice d’Atiyah et Singer.
Kasparov, dans [Ka2)], a développé une idée d’Atiyah et a montré que le groupe
abélien généré par les classes d’homotopie des modules de Fredholm est un
autre modeéle analytique pour la K— homologie, cette fois pour la K— homo-
logie en degré 0 d’un espace métrique X . En plus, Kasparov a généralisé la
K — homologie au cadre des C*—algébres.
Dans ce qui suit, nous allons introduire la définition par Kasparov de la K—
homologie en terme de modules de Fredholm.

3.1 Modules de Fredholm sur une C* algébre

Les différentes définitions et propriétés ci-dessous sont extraites de [HiR0),
chapitre 8 (p.199).

Définition 3.1. Soit V' un C espace vectoriel. On dit que V est Z/2 gradué
sl admet une décomposition en somme directe V =V o V™.

Soit T € L (V). On dit que T est pair si T(VE) C VE et on dit que T est
impair si T(VE) C VT,

Définition 3.2. Soit A une C* algébre. Un module de Fredholm pair sur
A est un triplet (€, p, F') ou

1. H est un espace de Hilbert 7./2 gradué
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2. p: A— L(H), est une représentation paire de A sur S+
3. F e ZL(H)_ est un opérateur linéaire borné impair tel que pour tout
a€ A:
(a) (F? = 1)pla) € H(H)
(b) (F = F)pla) € H(H)
(c) [Fpla)] € H(H)
Lorsque la condition 3.(b) n’est pas nécessairement vérifiée, nous parlerons
de pré-module de Fredholm.

Remarque 3.3. Grice a la décomposition polaire, nous montrerons dans la
Proposition[7.19 que tout pré-module de Fredholm est homotope & un module
de Fredholm. Ainsi, les groupes de K—homologie de Kasparov peuvent étre
définis comme le groupe de Grothendieck des classes d’homotopie des pré-
modules de Fredholm.

Définition 3.4. On définit [’ensemble des opérateurs tracables sur un
espace de Hilbert 7€ par :

() ={T € H(A)/(1(T)) € /(N)}
ot les p,(T') sont les valeurs singulieres de l'opérateur T .

Définition 3.5. Soit p > 1.Un module de Fredholm (€, p, F) sur une C*
algebre A est dit p sommable lorsqu’il existe une sous-algebre o/ dense dans
A tel que pour tout a € o, :

1. (F?* =1)p(a) € P(H)

2. (F—F*)pla) e ()

5. [F.pla) € ()

Définition 3.6. Soit (S, p, F') un module de Fredholm et soit un isomor-
phisme unitaire U : 7' — 4 préservant la graduation. Alors le triplet
(A", U*pU, U*FU) est également un module de Fredholm.

On dit que (', U*pU,U*FU) est unitairement équivalent o (7€, p, F).

Définition 3.7. Soit (J, p, F;) une famille de modules de Fredholm para-
métrée par t € [0;1]. Lorsque la fonction t — F; est continue en norme,
on dit que la famille définit une homotopie d’opérateurs entre les modules de

Fredholm (2, p, Fy) et (2, p, F1).

Définition 3.8. On dit qu’un module de Fredholm sur une C* algebre A est
dégénéré lorsque pour tout a € A :

Modules de Fredholm finiment sommables sur les groupes hyperboliques 25



1. p(a)F = p(a)F*
2. p(a)F?* = p(a)
3. [F,p(a)] =0

Définition 3.9. On définit une opération d’addition entre deux modules de
Fredholm :

(4, p1, 1) (4, p2, F2) = (F6 D 75, p1 D p2, F1 D F2)
Définition 3.10. On définit la relation d’équivalence entre modules de Fred-
holm par la relation d’équivalence engendrée par les relations suivantes :

1. l’équivalence unitaire

2. ’homotopie d’opérateurs

3. soit M un module de Fredholm quelconque et D un module de Fredholm
dégénéré, alors M —~ M € D

Cela signifie que deux modules de Fredholm sont équivalents s’ils sont

reliés par une suite finie constituée des trois relations précédemment définies.

Proposition 3.11. L’ensemble des classes d’équivalences des modules de
Fredholm pairs sur une C* algébre A muni de la relation d’addition précé-
demment définie est un groupe abélien. Il est noté K°(A) et appelé le groupe
de K-homologie de Kasparov.

3.2 Modules de Fredholm sur un groupe discret
Les définitions et propriétés ci-dessous sont explicitées dans [JuVadl.
Définition 3.12. Soit G un groupe discret dénombrable. Un module de Fred-
holm sur G est un triplet (€, p, F) tel que :
1. A est un espace de Hilbert Z/2 gradué : I = A+ ® A~
2. p:G— L(AH) est une représentation unitaire paire de G.
3. F e L(H)_ est un opérateur impair tel que pour tout g € G :
(a) F> 1€ H(H)
(b) F—F*e X ()
(c) [F,plg)] € # ()
Définition 3.13. L’ensemble des classes d’équivalence des modules de Fred-

holm sur G muni de la relation d’addition précédemment définie est un groupe
abélien. 1l est noté KKg(C,C) .

Kasparov a prowvé que KKg(C,C) pouvait étre muni d’une structure
d’anneau grice a une multiplication construite a partir de produits tensoriels.
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4 Complexes simpliciaux

4.1 Géométrie des complexes simpliciaux

Définition 4.1. Un ensemble simplicial est la donnée :

1. d’une suite (A, )nen d’ensembles ot chaque A, est appelé l'ensemble
des n— simplexes de A,.

2. d’une famille d’applications nommée "faces" :
0;: A, — Ap_1pourn>0et0<i<n
3. d’une famille d’applications nommées "dégénérescences”
s; Ay = Apprpourn>0et0<i<n
vérifiant les conditions suivantes :
1. 0;00;=0;_100; sii <]
0;08j =8j_100; si1 <]
dios;=idsii=joui=j+1
0;08;=5;00;_1 s11>j+1

$;08; = 5541085 SZZS]

Exemple 4.2. Soit un ensemble X. Posons A, (X) = X" et :
1. 0i([xoy ooy Tn)) = [Ty ooy Tiy oey Tp| OU Uélément x; a €té supprimé
2. si([xo, -y xn]) = [0, ooy Tj, T, ooy ) 0U Uélément x; a été doublé
Définition 4.3. L’ensemble des simplezes appartenant a |JIm(s;) sont les
J
dégénérés.
Définition 4.4. Notons C,(A,,C) = CA,,/C(JIm(s;)). On définit alors le
J
complexe de chaines associé a [’ensemble simplicial par :

0+— Cy(A,,C) <2 (A, C) «Z .. L (A, C) & ...
0t 0 : Cp(As,C) = Cpmi (A, C) est défini par

Il vaut 0 en degré -1 (on dit que le complexe est augmenté) et C,(A,,C) en
degré n > 0.

Lemme 4.5. 9> =0
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Remarque 4.6. Soit un anneau A, tout A— module M peut étre interprété
comme un complexe de chaine concentré en degré 0 :

0+— 0«2 M(A,,C) <2002 ..

Définition 4.7. Une augmentation d’un complexe, situé en degrés positifs
est un morphisme de complexes vers un complexe simple :

0 M, M, M,

Ll

0 M 0 0

Un tel diagramme peut étre ré-interprété comme :

04— M — My <2 M, <& M, <& .

4.2 Homologie simpliciale.
4.2.1 Complexes de chaines.

Définition 4.8. Un complexe de groupes abéliens est la donnée d’une
suite (Cp)n>0 de groupes abéliens et d’une suite (d,, : Cy, — Cp—1)pn>1 d’ho-
momorphismes vérifiant d,, o d, 1 = 0 pour tout entier n > 1.

L’application d : &,C, — ©,C,_1 est appelée la différentielle du com-
plexe. Les éléments du noyau de d, sont appelés les cycles de C,, ceux de
I’tmage sont appelés les bords de C,,_;.

Le complezxe (Cy,,d,,) est aussi noté C,.

L’homologie d’un tel complexe est la suite des groupes abéliens quo-
tients :

_ Ker(dyp)
H:(C) = Ty

H,(C) est appelé le n-iéme groupe d’homologie.

Définition 4.9. Une résolution d’un module M par un complexe de chaines
M, est un morphisme

0 M() M1 M2

L

0 M 0 0
qui est un "quasi-isomorphisme”, c’est-a-dire un morphisme qui induit
des isomorphisme en homologie :
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1. Ker(0: M, — M,_1) =1Im(0: M1 — M,) pourn >0
2. Mo/Im(0: My — My) ~ M

Autrement dit, le complexe augmenté est exact.

Définition 4.10. Un morphisme de chaines de complexes différen-
tiels f : C. — C est une suite d’homomorphismes f, : C, — CI,n >0 telle
que les diagrammes suivants soient commutatifs :

fn+1 /
Cpy1 —— n+1

Ldn-&-l ld/n-u

c,—Ic

dpy1© for1 = fnodny1,Vn > 1

Une telle suite de morphismes de complexes différentiels transforme les
cycles de C,, en cycles de D,,, de méme pour les bords en bords et induit un
homomorphisme sur les groupes d’homologie.

Proposition 4.11. Sip: C — C" et : C" — C" sont deux morphismes de
chaines, alors v o ¢ est un morphisme de chaines.

Preuve : On sait par hypothese que d, 01, = 1, 10d, donc d,o,0p, =
Yp-10d, 0w, On sait aussi par hypothese que d, o o, = ¢, 1 0 d, donc :

d;' o (Ypowp) =wp10@p10d, = (Yp109p,1)0d,
Ainsi 1y o @ est bien une application de chaines [

Définition 4.12. Soit ¢ et ¥ deur morphismes de complexes différentiels.
Une homotopie de complexes de chaines de ¢ vers vy ot o, : C — C'
est une famille d’homomorphismes h = (hy,) avec hy : C, — C, ., telle que :

Yy —p = d;_th + hp_1d,

On dit alors que v ety sont homotopes. Pour alléger les notations, on pourra
omettre les indices :

»—¢=dh+hd
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Remarque 4.13. Soient (C,,0) et (C.,0") deux complexes différentiels. On
pose Hom, (C,,C,) = [ Home_15n(Cr, Cp ) -
k

Alors Hom,(C,, C") est également un compleze différentiel. En effet, on peut
le munar :

1. d’une graduation en posant :

deg(p) = deg(p(a)) — deg(a)
2. d’une différentielle § en posant :
Sp=00p—(—1)*¥poo
On a bien 6* =0 car pour tout p € Hom(C\, D,) :

5 5(590)—5(3’0@ (=1)*¥)p 0 0)

o (& —( 1)@ 0 0) — (—1)*909)(9 0 p — (—1)*Dp00) 0 0
= e o) ~ () o g0
=0 car deg(dp) = deg(p) — 1

Un morphisme de complexes différentiels est donc un élément de degré
0 dans Hom(C\,C,) tel que dp = 0 (c’est a dire un 0-cycle). En effet, si
deg(p) =0 et si dp =0 alors :

dp=0=00p—(-1)%00
et
dop=ypod

On montre également que @1 est homologue & @y (c’est a dire il existe
une homotopie de chaines entre @1 et o) si et seulement si 1 — o est un
bord dans Hom(C\,C").

Ho(Hom(C,, CL)) est 'ensemble des classes d’équivalence (pour I’homotopie
de chaines) des applications de chaines.

4.3 Le complexe de Bar.

Définition 4.14. Le complexe de Bar, noté N(X), d'un ensemble X est
[’ensemble simplicial ayant :

1. pour simplexes /\,(X) = X"+

2. 0;: Ap(X) = Ap1(X) telle que :

([0, ., Tp]) = [Toy oy Tim1, Tig1, oo, T
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pour © éme face
3. 551 Dp(X) = Dy (X) telle que :
si([xo, ..oy xp)) = [0, ooy T4, Ty ooy T
pour j éme dégénérescence
Le support d’un simplexe de Bar est défini par :
Supp([xo, ..., Tn)) = {0, o0y tpn} T X

Proposition 4.15. Soient deur ensembles X et Y. A toute application f :
X — Y on peut associer une application simpliciale fo @ Ne(X) — Ao(Y)
définie par :

f.([l’(), 71:71]) - [f(l’o), [ERE) f(xn)]

Définition 4.16. Le complexe de chaine de Bar, noté C.(X,C) d’un
ensemble X est le groupe abélien libre de base le complexe de Bar Ad(X)
modulo le sous-espace engendré par les simplexes dégénérés avec :

d, = 3 (—1)'5;
1=0

Le support d’une chaine de Bar est ['union des supports des simplexes in-
tervenant dans sa décomposition (dont les coefficients sont non nuls).

Proposition 4.17. Soit x € X un point de base et soit 'application
sy 2 Cu(X,C) = Chy1 (X, C)

définie par :
Se([T0y -y n]) = [, 20, ..., 1]

Alors s, une homotopie contractante du complexe de bar augmenté.
Sz([To, ..., xn]) est appelé le cone de sommet x.

Si X = G est un groupe, alors les opérateurs (s;)zec Sont compatibles
avec ’action de groupe dans le sens ou le diagramme suivant est commutatif
pour tout g € G :

O*(G7 C) — O*+1(G7 C)

lﬂ(g) lﬂ(g)

C.(G,C) % C, (G, C)
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C'est a dire w(g) o sy om(g™!) = sgz avec :

m(9)([x0, -+ n]) = g0, - gn]

Preuve :

(00 8z + 5, 00)([Toy ey Tn1])

n—1

= 0([z, z0, ..., Tno1]) + 5D (—1)" [x0, oo, TiTr1])
i=0
n—1 ) N n—1 .
= [wg, ., 1|+ > (=) [z, 20, ooy Tgy ooy Tpa ]+ > (1) 2, w0, oy T 1]
i=0 =0

= [an ) xnfl]

St X = G, démontrons la compatibilité avec 'action du groupe : pour tout
simplexe [xq, ..., T,], on a :

(1(9) 0 sz 0m(g~")) ([0, -y 2a]) = (7(9) © 82)([g™ w0, .o, g 0]
= (7(9))([x, g w0, ., g 20]) = 97, Toy vy Tn] = Sgu([T0, vy T]) O

Lemme 4.18. Soient ., 1, : C.(X,C) — C.(Y,C) des morphismes de
chaines de complexes de Bar qui induisent lidentité en homologie
(i.e : qui sont compatibles avec les augmentations). Alors l'opérateur linéaire

h<907 ¢)([$07 ceey xn]) - Z<_1)Z [901'<$07 ) xi)? 1/111—1‘(1%'7 e l’n)]

i=0
définit une homotopie de complezes de chaines entre @ et Y :
Uy —pu =00 h(p, ) + h(p, ) 00

Preuve :
1ére étape : en degré strictement positif.
Soit un simplexe [z, ..., ], alors :

(a © hrg<107 ¢) + h((pu ¢> © 8)([‘7;07 sy In])
= 8(;}(—1)1' [0i(T0y ooy i)y Y—i(Tiy oy x0)]) +

(—=1)7 [0, ooy Ty ornr ]

h(sp,)(

n

= Z((—l)Z [00i(T0, oy T3)s Ui (Tis vy Tn)]

1=0

n
J=0
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_|_<_1)i+1 [%(3307 ey ), O i (g oy )]

+§<—1)j(§(—1)i ({20, oo ), Dot (T oo 5 s )] +
”il(—l)i—l [Q(@0, vy By ooy 1), Bro—s(E5y oy )]

Or

S (1) [91(a0, ). i)

+ ;1)“rl [0i(X0y ey T5), OVp—i (x4, oy )])
= Z(—l)l [@2(8 [ZL'(), ---7Ii])7¢n—i(xi7 ...,.%'n)]

+(=1)" [%_(;11;07 oy )y Ui (O [, oy )]
= ;}(-U%;(-UJ [pi([0, s Tjy i), ni(@iy ooy )]

+(=1)" [@i([2o, Tia]), Yni(@i, o, 2n)] +
(=)™ [pilwo, ooos ), Pril[@iga, oo )]

+ ':zll(—w‘ﬂ (05(0s v 1)y Ui ([Tis s s B ooy 2])])

Si nous revenons a la somme principale, le premier et le dernier terme de la
somme précédente sont annulés et les termes intermédiaires correspondent a
une somme télescopique :

(00 h(p, ) + hlip, ) © D) ([0, -vrs 7))
— ;) [0i(X0y ey Ti1)y Un—i(Tiy ooy )] — (@i (T0y ooy 1)y Wi (Tis1y ooy Ty

= (¢ - 90)([%0’ ) $n])

2éme étape : en degré 0.

(00 h(p, ) + h(p, ¢) © O)([xo])
= 9o h(p,¥)([x]) = I[p(x0), ¥ (x0)])

Or (o) = > Aala €t Y(xo) = > ugys avec :
a B

> Ao = deg(yp) et % pp = deg(1))
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D’ou :

(00 h(p, ) + hy, ¥) 0 9)([zo])

= 3(236 Aakts [Ya, Ys])

= O%)\aﬂﬁ([yﬁ] — [ya])

= (%: Aa@ 1 [ys]) — (Zﬂ: Mﬁ)(%: Aa [Yal)
= (20; Aa)¥([wo]) — (26: 115)([o])

= (deg(p))¢ — (deg(i))p
= 1) — @ car par hypothése deg(p) = deg(yp) = 10

4.4 Les complexes de Rips d’un espace métrique.

Définition 4.19. Soit (X, d) un espace métrique et soit R > 0. Le complexe
de Rips du triplet (X,d, R) est le sous complexe simplicial du complexe de
Bar A(X) défini par les simplexes de Bar de diametre au plus R :

AF(X) = {(zo, ..., #n) € X" d(z;,2;) < R,0< 1,5 <n}

Proposition 4.20. Si f : X — Y est une application contractante entre deux
espaces métriques alors application simpliciale fo conserve les complexes de
Rips. C’est-a-dire :

fo : ARX) — ARY),R>0

Plus généralement, st g : X — Y est une application entre espaces métriques
telle qu’il existe une application croissante ¢ : Rt — R satisfaisant :

dy(9(z), g(2)) < @(dx(x,2")), (x,2") € X*

alors g, conserve les complexes de Rips dans le sens ot :
go : AT(X) = AI(Y)

Remarque 4.21. En particulier, toute action de groupe isométrique sur un

espace métrique (X,d) engendre une action simpliciale sur le compleze de
Rips AR(X) pour tout R > 0.

Définition 4.22. Les complexes de chaines de Rips, notés CI'(X,C)
d’un espace métrique est le groupe abélien libre de base AR(X) modulo le sous
espace engendré par les simplexes dégénérés. Ce sont des sous-complexes du
complexe de chaine de Bar.
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4.5 Espace métrique associé a un groupe

Dans ce paragraphe, G désigne un groupe de type fini et S un systeme
fini de générateurs de T'. On suppose que St = S et que e ¢ S. On note d
la métrique des mots sur I' associée a S. Elle est invariante par translations
a gauche.

Muni de la métrique de mots, G peut étre vu comme un espace métrique, on
peut donc s intéresser au complexe de Rips qui lui est associé.

Définition 4.23. Soit n € N*. Le complexe de Rips P,(G,S) est le
complexe simplicial dont les k—simplexes sont les (k+1)—uples (Yo, Y1, -+, V)
d’éléments de G distincts deux & deuz tels que maz; j(d(7;,v;)) < n.

Moins formellement, il s’agit du complexe formé par des simplexes dont
le diametre est plus petit que n. On peut donc "enfermer” chaque simplexe
dans une boule de rayon n.

Remarque 4.24. 1. P,(G,S) est localement fini et de dimension finie.
En effet, soit p le cardinal de la boule fermée :

B(e,n) = {v € I'id(e,7) < n}
Alors P,(G,S) est de dimension au plus p — 1, et tout sommet de
P.(G,S) appartient a exactement p — 1 arétes.
2. Les sommets de P,(G,S) sont les éléments de G.
Proposition 4.25. G agit simplicialement sur P,(G,S) par translation a
gauche :
st 0 = (Y0, Y1, -, Vi) €St un k—simpleze de P,(T',S) et siy € G alors yo est

le simplexe (yyo0, YY1, -, YY) - Autrement dit, l'action de G est compatible
avec les faces et les dégénérescences.

Définition 4.26. Soit R > 0, nous noterons (AR(G),0) = @,(AR(G),d,)
le complexe de Rips ot :

1. AR(G) est I'ensemble des n— simplexes de diamétre inférieur ou égal
aR
S'e ARG) = 5" G, 9 |=n,diam(S") < R
2. dyp =0 o(=1)'0; avec : 0; : AR(G) — AF_(G) tel que :
9i(90; > gn) = [9o: -+ Gi, --gn]

ol g; a €té supprimé en iéme position (en effet, le diamétre n'est pas
augmenté par 'opérateur de bord).

Exemple 4.27. AR(G,dg) est le graphe de Cayley de G.
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Exemple 4.28. Si' =7Z et S = {1;—1} alors le complexe de Rips Py(T',S)
est représenté par :

-4 -2 o 2 4

-3 -1 ! 3
FIGURE 10 — Complexe de Rips pour G =Z et S = {1; -1}

Proposition 4.29. Le compleze de chaine C.(AT(D,dgs) est tel que C, (AT (D, ds))
est un C[G] —module libre avec un nombre fini de générateurs.

Lemme 4.30. Soit un groupe G est de type fini engendré. Désignons par M,
l’ensemble des mots distincts deux a deux a r lettres de G.

Alors M, est a croissance au plus exponentielle, ¢’est-a-dire qu’il existe C' >
0 (ne dépendant pas de r) tel que :

card(.A,) < C™1

Preuve : Désignons par 4 [’ensemble fini de générateurs de G. Soient

N =card(9) et f : 9" — G telle que :

flg1,-9r) = 9192.--9r

Alors M, C Im(f) C donc card(#,) < card(Im(f)) (en effet, il se peut
que deuz facteurs d’un élément de Im(f) soient inverses l'un de l'autre et
s’annulent).

Or card(Im(f) < card(9") = N". Donc card(#,) < N'OJ

Proposition 4.31. Le volume de la sphére B(xq,r) dans AR(G) est a
croissance au plus exponentielle, c’est-a-dire qu’il existe C' > 0 tel que :

card(s € AR(G),d(zy,s) =r) < C™1

Preuve : La dimension de AE(G) est globalement bornée, car le nombre
de sommets composant chaque simplexe est magjoré par le cardinal de B(e, R),
la boule centrée sur l’élément neutre et de rayon R.
En effet, d’une part la distance est invariante par translation et d’autre part
ce cardinal est fini (car la distance entre deux éléments de G est au moins
1). Posons xo = e et appliquons le lemme précédent O]
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Théoréme 4.32. Théoréme de Rips : Soit G un groupe d—hyperbolique
pour le systeme de générateurs S. Sin > 46 + 2 alors le complexe de Rips
P,(G,S) est contractile.

Preuve : Cf. [GhHal p. 72.

5 Recherche d’une homotopie contractante du
complexe de Rips augmenté

Soient G un groupe hyperbolique et CE(G,C) le complexe de Rips associé
pour R > 0.
Nous savons déja qu’il existe une homotopie contractante de CE(G,C) (Cf
Théoreme [§.59).
Nous allons maintenant construire une homotopie h = (h,) contractante
"presque " équivariante sous l’action du groupe (donc peu dépendante du
point de base). Celte "presque” équivariance sera essentielle pour la compa-
cité des commutateurs lors de la construction de notre module de Fredholm
finiment sommable.
On cherche donc une homotopie contractante, c’est-a-dire un opérateur li-
néaire :

h,: CE(G,C) — CE (G, C)
tel que :
Oh+ ho = Id

Ou 0 est l'opérateur de bord.

Supposons les homomorphismes hg, hq, ..., h,_1 déja construits. Il s’agit
de construire h,, vérifiant les propriétés recherchées.

O (G) —= G211 (G)

n+1 n+1
L B 7 l
o o
Chn (G) — CF(@)

=

Chn (G) —= O (@)

n—1
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L’application h,, devant étre linéaire sur CE(G, C), il suffit de construire
les images des n— simplexes de diamétre inférieur a R dans G.
Soient go, g1, .-, gn € G, considérons le n— simplere o = [go, g1, .-, Gn] €

CE(@G, Q).
Recherche d’une condition nécessaire et suffisante

Tout d’abord, il faut que la condition Oh, + h,_10 = incl, soit vérifiée.
Elle le sera si pour tous les n— simplezes :

(Ohp, + hyp—10)(a) = «
& 0(hn(a)) = a = (hn-10)(a)
< O(h, () = (incl, — hy,—10)(@)

Une condition nécessaire et suffisante est donc que (incl, — h,—10)(a) soit
un bord.

Une condition nécessaire est que cela soit un cycle (car 0o d = 0). Vérifions
le avant de chercher a construire h,(a) :

d(incl, — hy,—10)(a) = (0 o incl, — Do h,_1 00)(«)
Or, par récurrence : Ohy,_1 + hyp_20 = incl,_1 d’ou :

d(incl, — hp—10)

= doincl, — (incl,—1 — hy,_20) 0 0
= (0 oincl, — incl,_1 00

=—h, 20000=0—-0=0

(incly, — hp—10)(a) est donc bien un cycle.
Reste a construire ce cycle de maniére a avoir :

O(hn(a)) = (incly, — hy—10) ()

Construire une homotopie hy, revient donc a remplir les cycles. C’est-a-dire,
de résoudre, pour un cycle a (i.e : da = 0)), l’équation a = If5.
Dans ce qui suit, nous allons construire une telle homotopie en plusieurs
étapes :
1. On donne une formule explicite pour remplir des cycles dans un rayon
géodésique
2. On étend la construction aux cycles situés dans un petit voisinage
tubulaire d’un rayon géodésique en utilisant la projection orthogonale
sur le rayon
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3. Apres avoir choisi une origine du graphe de Cayley, on applique la
procédure précédente pour des géodésiques joignant le support du cycle
a lorigine. Pour se faire, nous prenons la moyenne, au sens de Mi-
neyev, de ces opérateurs. On obtient ainsi une homotopie contractante
du complexe de Rips augmenté ne dépendant que faiblement du choix
de l’origine.

5.1 Remplissage de cycles prés des segments géodésiques

Comme vu précédemment, construire une d’homotopie contractante d’un
complexe de chaine de Rips revient a établir une procédure de remplissage
des cycles.

On construit d’abord une homotopie contractante de CE(N,Z), le compleze
de Rips de l’espace métrique N, interprété comme rayon géodésique discret.
Ensuite, en suivant une idée de Bader, Furman et Sauer, on utilise la projec-
tion orthogonale sur un rayon géodésique fizé pour remplir des cycles situés
dans un petit voisinage tubulaire du rayon.

Lemme 5.1. Il existe une homotopie contractante de complexes de chaines
0. Ci(N,Z) = Cii1 (N, Z)
du complexe de chaine de Bar augmenté de N telle que pour tout simplexe
de Bar a,, € A, (N) de dimension n > 1 :

1. Supp(o(ay,)) C geod(Supp(ay,))
2. |lo(an)ly < diam(Supp(an))
3. o(CE(N,Z)) c CE (N, Z) pour tout R € Net x > 1

Preuve :

Construction de ’homotopie contractante Construisons o, par ré-
currence en posant pour les premiers indices :

L o_1(1) = [0]
2. oo([n]) =10,1] + ... + [n — 1,n] pour tout n € N
Alors :
8(o0(z)) = a<Nz it 1)) = Nz o(fi.i+ 1)) = NE i1 — i = [N] - [0

Ainsi 80'0 = 1d — Po

Puis construisions les o;,7 > 0 par récurrence.

Supposons les o; construits pour 0 < ¢ < n. On cherche o, vérifiant :
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00y, + 0,210 = Ide, (nz)(*)
Soit I'application s, : Cu(N,Z) — C,11(N,Z) définie par :
Se([T0y .oy xn]) = [T, 20, ..., 1]
Définissons localement 'application :

on([®0, s Tn]) = Sao(Lde,(vz) — On—10)([20, ..., Tp))

Par cette construction, le diametre du simplexe n’est pas augmenté.
(Ide,nz)y — 0n-10)([o, ..., x,]) est un cycle qui est rempli par la chaine

on([xo, ..., z,]). Vérifions si o, vérifie bien 'égalité (x) recherchée :

80‘n + an_lﬁ = 8(8550 (Ian(N,Z) - O'n_la)) + Un_16
D’apreés la Propriété .17 :
851,0 == [dC*(N,Z) — Sroa

Vérification des propriétés
Montrons maintenant que pour n > 1 :

1.
(=)™ > xoy...,Tp-1,k— 1, k],
k=xn_1+1
onl[xo, ..., T0)) =
Tn—1
(=)t > [wo, .. w1,k — 1K,
k=xzp+1

a des simplexes dégénérés pres.
2. Supp(o,(ay)) C geod(Supp(ay,))
3. [lon(an)ll, < diam(Supp(an))
4. o(CE(N,Z)) c CE(N,Z) pour tout R € Net x> 1

Commengons par vérifier ces quatre propriétés au rang 1.
Supposons que m < n, alors :

Tp > Tp-1,

Ty < Tp-1

o1 ([m.n]) = sm(Id — 5 0 O)([m, n]) = s [m, 1] — (5,00 (D [3n, )

= [m,m,n] = (sx,00)([n] = [m]) = [m,m, n] — s (00 [n] =00 [m]

=[m,m,n]+ s,([0,1]+...[m—1,m] — ([0,1] + ... [m — I,m] + [m,m + 1] +

o+ [n—=1,n]))

= [m,m,n] — sp(fm,m + 1]+ ...+ [n— 1,n))

=[m,m,n] — ([m,m,m+ 1]+ ...+ [m,n —1,n])
De méme, sim > n :
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oi([m,n]) = [m,m,n] + [m,n,n+ 1]+ ... + [m,m — 1,m]
Dans les deux cas :
Supp(oi([m,n])) ={m,m+1,...n—1,n}
Or Supp([m,n]) = {m,n} donc :
Supp(o1([m,n])) = geod(Supp([m,n]))
Par ailleurs :
lov([m, n])ly = n —m |= diam([m, n])

Les quatre propriétés sont donc vraies pour n = 1. Supposons les vraies au
rang n— 1 et montrons qu’elles restent vraies au rang n. Etudions par exemple
le cas ol x,, > Tp_1 :

on([Tos oy 0]) = Suo ([0, ooy Tn] — 01 0 O[T, .. 1))
= [xo,nxo, ey Tp] = SpgOn_1 0 O([To, ..o, T)])

= _(Z%)(_l)isxogn—l([m()? sy L1y Li I’n])

= —S4,0n1([71,...2,]) en négligeant les simplexes dégénérés

= —5,,((—=1)" ! i [x1,..., 251,k — 1,k]) par hypothése de récurrence

k=xn,_1+1
=" > [ze,...,Tp_1,k— 1,k
k=zp_1+1

Il vient : ||o,([zo, ..., za))||; =] 20 — 2p—1 — 1 |< diam(Supp(c,))
La propriété est donc démontrée par récurrence [

Proposition 5.2. Soit (G, S) un groupe — hyperbolique. Pour tout (x,y) €
G?, il existe une application linéaire :

Hoy : CR(G,Z) = CF,(G, )

telle que pour tout simplexe de Rips o € AR(G) vérifiant Supp(a) C B(geod {x,y},r) :
1. pgyo 0+ 0oy, = Ido, ez
2. py(a) € CEAHI0(G 7))
3. Supp(pzy(a)) C (Supp(a)U(geod {x, y})NG))NB(Supp(c), R+r+76)
4. pour tout simpleze de Rips ap € Ap(G) on ait

ey (@)l < C5(R, 7, )
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5. la famille d’applications {py, (z,y) € G*} est équivariante dans le
sens ou le diagramme suivant est commutatif pour tout g € G :

C.(G,Z) "% C.1 (G, Z)
m(g) m(9)

C*(Ga Z) w *+1 (Ga Z)

Remarque 5.3. 1. L’inégalité 4 nous indique que la norme de i, ()
ne dépend pas de la constante d’hyperbolicité 0 et garantit un controle
uniforme de la norme lorsque le simplexe reste proche de la géodésique.

2. En pratique, Uapplication p,, ne nous intéressera que pour des sim-
plezes proches de geod {x,y} et de y en particulier, x jouera le role de
point de base.

Preuve : Fixons un bicombing (Cf. G, G— équivariant, qui a chaque
1-simplexe dans A;(G) associe un segment géodésique dans le graphe de
Cayley I' = 9(G, S) joignant ses extrémités.

Soient x et y € G.
Pour tout z € G , posons :

Ay y(2) = {u € geod{z,y} NG, d(z,u) = d(z, geod{z,y} N G)}

Siue A;y(2) alors u est est un élément de G se trouvant sur un chemin
reliant = & y sur le graphe de Cayley et a distance minimale de z.
Définissons maintenant 1’application :

Ozy G — N
telle que
Pay(2) = d(z, Az y(2))

et soit ¢'(2) € A, (2) tel que d(z, ¢'(2)) = ¢z 4(2) (notons qu'un tel élément
n’est pas nécessairement unique, on en choisit un pour définir ¢') . Soit
également :

Ypy :{0,...,d(z,y)} =T

telle que :
Yay(d) = q([z, y])(d)
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Par construction :

@xa;(G) = {07 P d(.ﬁE, y)}

La composée 9, ,, 0 ¢, est donc bien définie.

W.r,y(z)

FIGURE 11 — Remarquons que ¢'(z) € G n’est pas nécessairement unique car
il peut exister plusieurs géodésiques entre x et y.

lére étape : construction de I’homotopie

Posons :

Moy = wa?,y OO0 O Pyy + h(wx,y O Pz.y, Zd)

o étant 'application définie dans le Lemme [5.1] et h définie dans le Lemme
[4.18) avec le prolongement :

Cay([90, -3 Gn)) = [©ay(90), s Pay(gn)] € Cr(N, Z)

avec ¢gy(g:) € {0, ... d(z,y)}.
D’apreés le premier point du Lemme [5.1] :

Supp(o([2,y(90), - Pay(9n)])) C geod(Supp([©a.y(90), s Pay(9n)])) =
geod(pzy(90); -+, Pay(gn)) C 10, ..., d(x,y)}

Yz 00 0 @y, est donc bien définie.

Remarque : ¢, , est définie sur G tout entier afin de faciliter des composi-
tions futures, mais seules les images de valeurs proches de la géodésique nous
intéresseront.

2éme étape : ., est une homotopie de complexes de chaines
contractante

Remarquons tout d’abord que :
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3[[ yl(n ) [z, Y] (np)]
= 2 (=D gL, y) (n0), - 4 (2, y] (nica), G [, 4] (nisa), - G2, y] ()]

2. (Yzy00)[ng, ..., Ny
= lﬂx’y(;}(—l)l [n07 ey M1, M1y - -0y np])
S (1) [y (70), s g (1) g (1), s ey ()]

1=0

D’ou 0 o wx,y = w%y o 0.
De la méme maniére, on démontre que ¢, , 00 = 00 ¢, ,
Il vient :

fay © 0400 figy
= (Y2 000 Puy + h(Wsy 0 0y, id))0 + Oy 0 0 0 Ppy + h(Vry © Puy,id))
= 13,4000y 400+ h(1y4 0Py, id)00+001y , 000@, y+00h(Vy, 0@y, id)
=1 y00000p, y+1y,, 000009,y +00h(Vy 0Py, id) + (g, 0Py, id)0d

3éme étape : une majoration utile

Soient z et 2’ situés sur deux géodésiques [x, %] et [z,y] reliant = & y tels
que d(x,z) = d(x,2") alors d(z, 2") < 20.
En effet, par hyperbolicité :

[z,9) € B([z,4],9)
Il existe donc 2" € [z, y] tel que d(Z/, 2") < 4. Il vient :
d(z,2") <d(z,2")+d(z",2") =] d(z",x) — d(z,z) | +d(z",2)
car z et z” sont tous deux sur [z,y]. Or :
| d(2" x) —d(z,x) |=| d(Z",x) —d(2,z) |< d(,2") < §

Finalement : d(z,2') <| d(2",2) — d(z,2) | +d(z",2') <6+ 0 =24

4éme étape : preuve de i, , (o) € CETH9(G 7)) si Supp(a) € B(geod {z,y},r)
et si a est de diamétre au plus R

Soit un simplexe o € Ag(G) de dimension k& > 1 et de diamétre au plus
R dont le support est contenu dans le r—voisinage de geod {x,y}.
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diam (g 0 0 0 @ (a)) = diam(o o @, (a)) < diam(pg,())

< diam(a) + 100 < R+ 106 (1.34)

d’aprés Lemme et par construction de ¢, .

Soit z € Supp(a) alors ¢'(z) € A, ,(2) C geod({z,y}) est a distance mini-
male de .

Solent [z, y] et [z,y]" des segments géodésiques tels que 1, , 0 @, ,(2) € [z, Y]
et ¢(2) € [z,y]. Etant donné que d(x, vy, 0 . 4(2)) = d(z,¢'(2)), daprés
la 3éme étape :

d(2, 5y 0 Puy(2)) < d(z,¢'(2) + d('(2), Yuy 0 uy(2)) < 1T+ 20

Rappelons que :
h(¢$,y O P,y id)([a07 s an] = ;}(_1)1' [(ww,y © ¢$7y)i(a07 s ai)’ (ai’ ) an)]
est une somme de simplexes de diamétre majoré par :

diam (g y © Py (Supp(a) U Supp(a)) < R+ r + 106

On a de plus :

Supp(h(Vgy © ©uy,id)(a)) C B(Supp(a),r + 20)

11 vient :

Supp(Pay © 0 © @ry(@))
C B(Supp(a),r + 20 + sdiam(iyy 0 @g, (Supp(c)))
C B(Supp(a), R+ r+170)

Finalement, on a bien
fey : CR(T,Z) — CEAH19(1 7).

et
Supp(pzy(a)) C B(Supp(a), R+ r+76).

5éme étape : montrons que ||y, ()|, < C5(R, 7, k)

H/Lz,y<04)”1 = |W:vy 000 @x,y(a) + h(ffbr,y O Pzy; Z'd)(O‘)H1
< |[Yzy 000 Quy(@)|l; + |2(¢ey © uy,id) ()],
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k
< [Yeyll llow o pay ()], + ;) 1y © Q)i 1 i |

Or 9, 4 et ¢, sont des morphismes de complexes qui & un simplexe asso-
cient un autre simplexe (une combinaison linéaire des simplexes est envoyée
4 une combinaison linéaire de simplexes avec les mémes coefficients) donc :

quz)ﬂcyHl = ||§0w,y||1 =1

De plus, d’apres le deuxiéme point du Lemme [5.1] :

ok (Pay (@) < diam(Supp(@ey(cv))

Il vient :

|ty () I
< diam(pgy(Supp(a))) + (k + 1)
<R+100+k+1=Cs(R,r k)

6éme étape : Commutativité du diagramme

G agissant de facon isométrique sur son graphe de Cayley, par construc-
tion de ¢, on a pour tout z € G :
Pyo,gy(92) = Puy(2)
Par ailleurs, ¢ étant un bicombing G —équivariant, pour tout k& € {0, ..., d(z,y)} :

Vga,gy (k) = gwx,y(k)

Par construction, on peut étendre ces deux égalités a tout simplexe a €
C.(G,Z). 11 vient pour tout g € G :

L. g(Vay © Pay) (@) = gy 0 0 0 0g () = Pyp gy © 0 0 0g ()
2. (Vgagy © Porgy)(9Q) = Vga,gy © 0 0 Vo gy (9QO) = Ygu gy © 7 0 p ()
Il vient :
g(l/Jw,y ° @z,y)(a> = (¢gw,gy © 909%9@/)(9@)
De plus :

. gh(Yuy © Pay, id)([ag; - an]) =
;(_1)i [(Q%,y o pr,y)i(am ey Qi)v (gai, s gan)]
= ;0(_1)2 [(wgr,gy © Spfv,y)i(gO‘Oa L) gai)? (gai7 L) gOén)]

= h(q/}g%gy O Py, id)(g oo, ..., an])
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Par somme, il vient :

G(Hary) (@) = pga gy (g¥)

D’ou la commutativité du diagramme [

5.2 Bicombing de Mineyev sur un groupe hyperbolique

Définition 5.4. Un bicombing homologique dans I" est une fonction qui a
chaque paire orientée (a,b) de sommets dans T©) associe une 1-chaine q [a, b]
telle que dqla,b] =b — a.

Un Q— bicombing est un bicombing homologique a coefficients dans Q.

On dit qu’un bicombing homologique est quasi géodésique lorsque :

1. il existe r > 0 et un bicombing géodésique p tel que
supp(q [a,b]) € V(p[a,b],r) pour tous a,b € T'®
2. il existe C' > 0 tel que || q[a,b] |1< Cd(a,b) pour tous a,b € I'©)
Définition 5.5. On se donne un bicombing p géodésique et I'—équivariant
dans T'.
1. Sia est un sommet, on définit pro : T© — TO) par -
(a) pro(a) = a

(b) pro(b) = p(la,b])(r) our est le plus grand multiple de 106 stricte-
ment inférieur a d(a,b)

2. On pose Fl(a,b) = S(a,d(a,b)) N B(b,§) c T
3. La fonction f: G x G — Cy(G,Q) telle que :
fla,b) =
(a) b sid(a,b) <100
(b) f(a,pra(b)) sid(a,b) > 10§ et d(a,b) n'est pas un multiple de 106

(c) m > f(a,pro(z)) si d(a,b) > 100 et d(a,b) est
" zeS(a,d(a,b))NB(b,8)

un multiple de 106

4. star(a) = m > x et star est prolongée pour les 0-chaines
" zeB(a,76)

par linéarité

5. la 0-chaine f(b,a) est définie par f(b,a) = star(f(b,a))
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10kd < d(a,b) < 10(k + 1)6

Fl(a,b) = {x1, 29, 23, 24, 75}

FIGURE 12 — f(a,b) est défini par induction. Le procéssus décrit ci-dessus
est donc ré-itéré jusqu’a ce que les sommets obtenus soient & une distance
de a inférieure a 109 : chaque pr,(z;) donne lieu & une nouvelle "fleur" de
Mineyev. Remarquons que pr,(z) est plus proche de a que ne 'était x et
fla,x) = x si d(a,z) < 109.

Lemme 5.6. Soit (G, S) un groupe §— hyperbolique, et T' son graphe de Cay-
ley. La fonction f: G x G — Co(G,Q) définie dans vérifie les propriétés

sutvantes :

1. f(a,b) est une combinaison conveze de sommets

2. st d(a,b) > 106 alors Supp(f(a,b)) C Fl(a,p[a,b] (100))
3. sid(a,b) <100 alors f(a,b) =b
4

. [ est G— équivariante, c’est-a-dire f(ga, gb) = gf(a,b) pour tous som-
mets a et b dans I et tout g € G

5. il emiste des constantes L > 0 et 0 < A < 1 telles que pour tous
sommets a,a’,b dans T et :

| f(a,b) — f(a’,b)||, < LAl
Preuve : Cf. Proposition 3 dans [Mi| p. 813. Il est & noter que si
W = max {card(B(v7 5),v € F(O)}

Alors A = (1 — %)ﬁ et L=2(1- 23)7°0

Choisissons un bicombing géodésique p dans I'. A partir de ce dernier,
nous allons construire un nouveau bicombing possédant des propriétés inté-
ressantes pour la suite.
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La notation p([g, ¢’]) est définie pour g et ¢’ des sommets. Mais, par

linéarité, il est possible de 'étendre a toute 0-chaine a = > A\;g de Cy(G) :
geG

p(| 22 A 9" ) = 22 Agp(lg, 9]

geG geG

On vérifie alors que dp([a, b]) = b — a pour toutes 0-chaines a et b. Dans [Mi]
p. 822, Mineyev construit une application Q - linéaire

q/ : CI(G7 Q) - CI(G7 Q)

par :

a, b)) si d(a,b) < 100
¢'(la, b)) { [ 7 ] p([?(b, a),b]) sinon.

oit f(a,b) = star(f(a,b)) est définie en

Définition 5.7. Soit un espace vectoriel V' sur le corps Q admettant une
base {v;,1 € I}. On définit la norme ly sur'V par :

122 A =22 [ A

i€l el

Définition 5.8. Désignons par E [’ensemble des arétes de I'. Alors E consti-
tue une base de C1(I'). Soit f une fonction définie sur E et ¢ € C1(I') une
combinaison linéaire d’arétes. Nous noterons :

1. supp(f) ={e € E, f(e) # 0}

2. < c,e > le coefficient du vecteur de base e dans la combinaison linéaire
des arétes qui représente c.

Lemme 5.9. L’application ¢ : C1(I',;Q) — C1(I',Q) construite précédem-
ment satisfait :

1. ¢ est un Q bicombing ;

2. ¢ est quasi géodésique ;

3. ¢'[a,b] |1 < 184d(a, b) ;

4. il existe une constante N > 0 telle que pour tous a,b,c € T :

| ¢ [a,b] — ¢ [a,c] ||1< 180d(b, ¢) + N

Preuve : [Mi| Proposition 8 p. 823.
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Lemme 5.10. Pour tous sommets a,b € T'Q) et pour toute aréte e :
|< ¢ [a,b], e >|< 200352
Preuve : [MMS]| Proposition 11 p. 8.

Lemme 5.11. Soit une aréte orientée e € E, nous noterons e_ le sommet a
l'origine de e.

Il existe deux constantes Sy = S1(6,| S'|) >0 et o = 01(5,| S |)o1 € [0;1]
telles que pour tous sommets a,b, b’ tels que d(b,b') < 1 et toute arétee € E :

< d'[a,8] = ¢ [a,b] e >|< S0t

Preuve : [MMS| Proposition 13 p. 12. On vérifie que les différentes
constantes construites ne dépendent que de ¢ et du cardinal de S [J

Lemme 5.12. I existe deuz constantes Sy = S2(0,] S |) > 0 et o9 = 09(, |
S oy € [0;1] telles que pour tous sommets a,b, b’ tels que d(a,a’) < 1 et
toute aréte e € E :

|< ¢ [a,b] — ' [d,b],e >|< 520‘2“8*’“)

Preuve : [MMS| Proposition 15 p. 14.0n vérifie que les différentes constantes
construites ne dépendent que de § et du cardinal de S [J

Théoréme 5.13. Soient G un groupe hyperbolique et I' son graphe de Cayley.
Alors, il existe un Q— bicombing q dans I tel que :

1. q est quasi géodésique

2. q est G—équivariant

3. Supp(a([a,b])) C Blgeod({a,b}),18)

4. Si[a,b] € AF(G) alors : ||q([a,b])]|, < 18R

Preuve : La preuve se trouve dans [Mi], Théoréme 10 p.832.
q est défini de la fagon suivante :

q [a7 b] = %(C]/ [a’ b] - ql [bv a])

ou ¢’ est I'application construite précédemment. On remarque en particulier
que ¢ est anti-symétrique : ¢ [a,b] = —q [b, a]
Pour le dernier point :

@, b))y < 5(lld'([a, 0D, + 7' ([b, aD]l,)

—~

lq

< 1(186d(a, b) + 184d(b, a)) d’apres
< 186d(a, b)
< 18R car [a,b] € ARG) O
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Proposition 5.14. Soit g le Q— bicombing précédemment construit. Soient
deuz sommets x,y € I' et une aréte orientée [u,v] € Al(1,ds) dans le graphe
de Cayley.

Alors il existe des constantes Cy = Cy(0) > 0,Co1 = Co1(0,] S |) > 0 et
A =M(6,]|S]) <1 telles que :

1. |< q([z, x]), [u, v] >|< Cy
2. 1< q([z,2)) — q([2,9)), [u, 0] >|< Crd(z, y) A"

Preuve :
Pour la premiére inégalité, d’apres[5.10:
< a([z,2]), [u, 0] >|=|< 5(d'([2,2]) — ¢([z, 2])), [, 0] >|= 5 |<
(@' ([z,2]), [, 0] > = < ¢([2, 2])), [u, 0] >|< 5(I< (¢'([z,2]), [u
¢ (e 2), T, o] >)) < 4 x 2 x 200362

11 suffit donc de poser Cy = 200362.
Intéressons nous maintenant a la deuxiéme inégalité.

u o] >[< 5 <
q'([x, 2]), [u, v] >|

< q([z,2]) — a(z,9]), [u, 0] >|

¢([z2]) = ([, 2]) = ¢ ([z,9]) + ¢ ([y, 7]

¢ ([z,z]) — ¢'([z,¥]), [u,v] >| +3 |< Q([y, z]) —

Supposons tout d’abord que d(x,y) = 1. Alors, d’aprés et ;
1< ¢([za]) — ¢ 9), [u, 0] >|< Siof™™
2. 1< d([y,2]) — ¢'([2. 2]), [, 0] >|< Spo3 ")

D’ou :
< a([z,2]) — (2, y)), [u, v] >|< S04

avec S3 = max(Sy, S > 0) et 03 = max(oy,09) < 1.

Soient maintenant deux sommets quelconques x,y € I'. Désignons par
T4 = T,T9,....,Tny_1,Ty = Yy les sommets deux a deux consécutifs tels que
les segments [z;,x;11] joignent x et y dans le graphe de Cayley par une
géodésique.
Les sommets étant consécutifs dans le graphe :

1. d(x;,xi11) = 1. L’inégalité précédente est donc vraie :
|< Q([Z7 xz]) - q<[Z, l‘i+1]>, [u7 ’U] >|§ Sgo-g(u@i)
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3. {z1,...,an} C geod({z, y})

11 vient :
k«@ﬂwwWM»mwﬂaJiwmmww@wmmmwﬂs

& N2 du)
; 1< q([z, xi]) — q([z, i41]), [u, v] >|< ; Sso5 "

Or 0 < o3 < 1 donc pour tout ¢ € {1,...., N — 1} :

gl o pmindsa)ie{lN-1hy o dlugeod((za)

Finalement :
= o dlugeod({z.y})
’< Q([Z,x]) — q([z,y]), [U,U] >‘§ Z 5303 u,geod({z,y}) _
i=1

(N — 1)53051(%96001({%1/}) = d(x, y)Sgag(u,geod({x,y})
Or, d’apreés I'inégalité :
d(u, geod({z,y}) = (| y)u
Donc :
< al(z]) — gz, [u,] >I< d(z, ) Sso™e = d(z, y) (Sy0)05"

Il suffit donc de poser Cy; = S30 et A\ = o3 pour vérifier 'inégalité annoncée
O

Remarque 5.15. Par le procédé de construction du bicombing de Mineyev,
le voyage de b vers a se fait en deux temps :

1. Emission par a de signauz pour guiderb, ces signauz sont les f(a, prq(x))

a . e0ccccee . b

FIGURE 13 — Succession de Fleurs de Mineyev : émission des signaux
par a pour guider b. Les signaux sont représentés en pointillés.

2. b se déplace vers les signauz et entreprend un voyage sur une distance
de 100 vers a en suivant le bicombing.
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FIGURE 14 — Chaque y; (lui-méme un signal) demande & nouveau des
signaux a a afin de se déplacer vers a.

Il est & noté que si I'on remplace a par a' alors les signaux seront
presque les mémes et donc le bicombing construit également.

5.3 Contractions continues prés des segments géodé-
siques

L’algorithme de remplissage construit précédemment est simple, mais pré-
sente un inconvénient : il est trés sensible au choix du segment géodésique
[, y] d’origine x choisi dans sa construction.

Pour un cycle donné, il existe plusieurs géodésiques proches. Si on change
Iorigine de la géodésique choisie, nous aboutirons & un nouveau remplissage
du cycle. Dot une perte de la continuité en norme de l'opérateur. Cette
continuité sera primordiale pour, plus tard, établir le caractére finiment som-
mable du module de Fredholm construit.

Il va s’agir ici d’affiner la construction précédente afin d’obtenir un rem-
plissage dépendant "continuellement" du choix de l'origine x. Pour cela, la
méthode adoptée est basée sur le travail de Mineyev sur les bicombings ho-
mologiques pour les groupes hyperboliques. Suivant sa procédure de moyenne
0-locale itérative, nous remplagons ’homotopie de chaine associée a la géo-
désique initiale par une combinaison convexe d’homotopies de chaines (qui
reste une homotopie de chaine). Les combinaisons convexes sont réalisées en
découpant le cycle en "tranches" selon la distance a l'origine. Cela nécessite
d’introduire un remplissage en tranches du cycle donné en remplacant la géo-
désique auxiliaire par la 1-chaine du bicombing de Mineyev.

Par ailleurs, les considérations géométriques utilisées lors de cette construc-
tion permettront une bonne estimation des coefficients de matrices (ce qui
permettra de prouver plus tard le caractére finiment sommable ainsi que le
degré p de sommabilité du bimodule).

Proposition 5.16. (Mineyev) Soient (G, S) un groupe §— hyperbolique et T
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son graphe de Cayley. On désigne par p[a,b] une géodésique G— équivariante
dea ab dans T entre deux sommets a et b. Il existe une famille d’applications

fo:GxG— Co(G,Q), k> 1

vérifiant, pour tous a,b,c € G et tout k € N* les propriétés suivantes :
1. fx(a,b) est une combinaison convexe de sommets
2. sid(a,b) < 10kd alors fr(a,b) =b
3. si d(a,b) > 10k alors
Supp(fr(a,b)) C S(a,10kd) N B(geod({a,b}),d)
4. fr est G— équivariante, c’est-a-dire f(ga,gb) = gf(a,b) pour tous
sommets a et b dans I' et tout g € G

5. il existe des constantes Cg(0,] S |) > 0 et 0 < X\3(6,| S |) < 1 telles
que pour tous sommets a,b,c dans I :

| fe(a,b) — fk(a,c)H1 < CG/\:(gb|C)a—10k6

Preuve : Pour k£ = 1, 'application f; correspond a la fonction f du
Lemme [5.6] Si k& > 2 on définit a l'identique la fonction

fk:GXG%CO(G,Q)

telle que :
fk(a, b) =
1. bsid(a,b) <10k
2. fr(a,prq(b)) si d(a,b) > 10ké et d(a,b) n’est pas un multiple de 109

3. tt(S(b,d(a,llz))mB(b,(S) f(a,prq(x)) sid(a,b) > 10ko et d(a,b)
2€S(b,d(ab))NB(b,5)

est un multiple de 100

La preuve est la méme que celle du Lemme [5.0] et les constantes demeurent
identiques [J

Remarque 5.17. Pour tout k € N*| fy(a,b) se trouve & une distance de
geod{a,b} inférieure a 0.

Proposition 5.18. Soit (G, S) un groupe — hyperbolique. Pour tout (z,y) €
G?, il existe un opérateur linéaire :

Vx,y : C* (G, @) — C*+1 (G7 Q)
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tel que pour tout simplexe de Bar a € Ak(G), avec k > 1, de diamétre au
plus R vérifiant Supp(a) C B(geod{z,y},r) :

Vpy© O+ 0ov,, =Ido, gz

V%y(a) c Cf+4r+126(G, @)

Supp(Vy y(a)) C Supp(a) U B(geod{z,y},26)
Supp(vyy(a)) C B(Supp(a), 2R + 61 + 166)
[vay(@)ll; < C2(8, R, 7 k)

la famille d’applications {v,,, (z,y) € G*} est équivariante dans le
sens ou le diagramme suivant est commutatif pour tout g € G :

S G A Lo v~

C.(G,Z) % C\ 11 (G, Z)

lﬂ(g) lﬂ(g)

O*(G7 Z) MC*-FI (G7 Z’)

7. les applications v,, sont continues dans le sens ot si x' est un autre
point de base et si o est un simplexe de Bar ayant les mémes propriétés
que ci-dessus, alors :

(Ve — var ) (@)l < Cui(8,] S |, Ry ke, d(, 2 ) \g o)~ A5 en(@))

Remarque 5.19. L’image d’un sous-complexe de Rips par v,, est un sous
complexe de Rips de diamétre supérieur. Il n’y a donc pas conservation d’un
complexe de Rips donné.

Preuve :
Soit Y C G, on définit 'opérateur linéaire

x[Y]: GG, Q) = Cu(G,Q)

tel que pour o € Ag(G) :

Y [¥](a) = { a si Supp(a) CY

] 0 sinon

Soient x,y € G, on définit une famille (Vg(f;) jen d’opérateurs :

V:gj,g); Ol (G> Q) = Cip (Gv Q)
Par :
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Vﬂ(ﬂ?z)/ = Mfi1(yx)y © X [B(y7 10j5)]

ol fj1 est définie dans Proposition et fig, est défini dans Proposition
Or, d’aprés le premier point de fj+1(y, z) est une combinaison linéaire
convexe de sommets z; € T,

Notation : ) ¢, sera noté py, (yo)e Si fi1(y, ) = Y alz] €
]

!
Co(G,Q) avec > ¢ =1
!
lére étape :

Soient o € Ak(G) et v € Supp(a) C B(geod {x,y},r).
Nous supposerons dans ce qui suit que Supp(a) C B(y, 1050) (car autrement
Vi) = 0)).
Soit w € geod {x,y} tel que d(w,v) = d(geod{x,y},v). Nous noterons [w, v]
une géodésique reliant v a w.
Estimons d(w, y).

ler cas : Si d(w,y) > 1056 + 6.
On sait que d(v,y) < 1050 et que d(w,y) > 1056 + §. Soit z € [w,v], alors
d(z,y) prendra au moins une valeur entiére supérieure ou égale a 1056 + 0.
Il existe donc u € [w,v] tel que 1050 + 6 < d(u,y) < 1055 +0 + 1
Supposons que d(u, [y,v]) < §. Soit un point t € [y,v] tel que d(t,u) =
d(u, [y,v]). Alors :

d(u,y) < d(u,t) +d(t,y)
Or d(t,y) < d(v,y) < 10j0 car t € [y,v]. D’ou :
d(u,y) < d(u,t) +d(t,y) <6+ 1056

Ce qui est contradictoire avec 1058 + 0 < d(u,y).
On vient de montrer que d(u, [y, v]) > . Or, par hyperbolicité :

d(u, ly, w] Uy, v]) <9

D’out nécessairement d(u, [y, w]) < 4.
w € [z,y] donc :

d(u,geod {x,y}) < d(u,w) <o

Par conséquent :
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d(u,w)
= d(v,w) — d(u,v) = d(v, geod {x,y}) — d(u,v)
< d(v,u) + d(u, geod{z,y}) — d(u,v) < d(u,geod {x,y}) <o

Il vient finalement :
d(y, w) < d(w,u) +d(u,y) <5+1055 +5+1=1055 +20 + 1
2éme cas : Si d(w,y) < 1050 + ¢ alors a fortiori d(y,w) < 1050 4+ 26 + 1

Dans tous les cas, on a d(y,w) < 1050 4+ 20 + 1

2éme étape : soit z € Supp(f;+1(y,z)), estimons la distance de

Supp(a) & geod{z,y}
Par construction :

Firi(y,a) = { v sid(r,y) <10(5 +1)6
e Supp(f41(y,) C S(y,10(j + 1)6) 1 B(geod({z,y}),6) sinon.

Dans les deux cas :
d(z,geod{x,y}) <d et d(z,y) > 10(j +1)d

Soit donc z” & distance minimale de geod {x, y}. Alors il existe une géodésique
particuliére, notée [z, y]" contenant 2” et telle que

d(z,2") = d(z,geod{z,y}) <9

Y

w v € Supp(a)

2 e 2 € Supp(fi1(y,x))

FIGURE 15 — Supp(a) C B(geod {z,y},r + 0)
Seule la géodésique [z, y]
est ici représentée.
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Soit v € Supp(a) et soit w € geod{x,y} a distance minimale de v. Alors
il existe une géodésique particuliére, notée [z,y] contenant w et telle que

d(v,w) = d(v, geod {z,y}).
Par hyperbolicité dans le triangle dégénéré [x,y] U [z,y] :

d(2", [y, YU [z, y]) <0 = d(2",[z,y]) <0
Il existe donc 2’ € [x,y] tel que d(Z/,z") < 4. 1l vient :
d(z,2") <d(z,2")+d(2",2") <2
Par inégalité triangulaire : d(2',y) > d(z,y) — d(z, 2). Il vient :

d(Z,y) —d(w,y) > d(z,y) — d(z,2') — d(w, y)
>10(j +1)0 — 26 — (1056 + 26 +1) =65 — 1 > 46 > 0 car § € N*

Dot d(w,y) < d(Z,y) et d(w,2’) > d(',y) — d(w,y) > 46 > 0.

Par ailleurs, 2z’ et y appartiennent tous deux a [x,y] donc w € [, y].
Ainsi :

d(w, geod{z,y}) < d(w,[z,y])
Or, par hyperbolicité dans le triangle [z, 2'| U [y, z] :
d(w, [z, 2| Uy, 2]) <§

Mais d(w, [z, 2']) > §, dot d(w, [y, 2]) <4

d(w, geod {2, y}) < d(w, [2,y]) <6
Finalement :

d(v, geod{z,y}) < d(v,w) + d(w, geod{z,y}) <r+46

Nous avons donc démontré que :

Supp(a) C B(geod{z,y},r+0)

3éme étape : Montrons que Supp(ygz,(a) C B(y,50 + ') lorsque

Supp(a) C B(y,1").

a) Montrons que Supp(l/g(;{z,(oz)) C B(geod{z,y},2) U Supp(«)

Rappelons que Vg% = lf 1 (ya)y © X [B(y,1055)]. De plus, nous avons

montré dans la Proposition 4éme étape b) que :
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Supp(pg; 1) w (@) C Vg1 wa).y(9€0d(P5, 4 () (@) U Supp(e)
C Uzefj_,'_l(y@') Im(l/}z,y) U SUpp(Oé)

Or:

1. Im(v,,) C geod{z,y} par construction

2. z € Suppfit1(y,z) C B(geod{y,z},0) d’aprés m
Soit w € geod{x,y} tel que d(z,w) = d(z,geod{x,y}) et soit [z,y] une
géodésique telle que w € [z, y].
Soit 2z’ € geod{z,y} et soit [y, z] une géodésique quelconque entre y et z.

Alors, par hyperbolicité dans le triangle [y, w]U [y, z], une des deux inégalités
au moins est vérifiée :

1. d(2',[w,y]) < et par conséquent d(2, [z, y]) < d(, [w,y] <9

2. d(#,[w,z]) <0 et par conséquent, si 2" € [w, z] tel que d(Z/, [w, z]) =
d(Z,2") alors :
d(Z, [z,y]) < d(Z,2")+d(Z",w) <d+d(z,w) <2
Dans les deux cas d(2/, [z, y]) < 20 donc d(Z, geod {x,y}) < d(2/,[z,y]) < 2§
et

Im(v,,) C geod{z,y} C B(geod{z,y},20)

11 vient :

Supp(pif; i (va)w(@)) C Blgeod {x,y},20) U Supp(a)
b) Montrons que Supp(rY)(a)) C B(Supp(a), R + 2r + 40)

D’aprés le troisieme point de la Proposition [5.2] :

Supp(¥)(a)) € B(Supp(a), R+ 2r + 26) si Supp(a) C B(geod {z,y} ,7)

Or nous avons montré dans la deuxiéme étape que Supp(«) C B(geod{z,y},r+
9) si z € Supp(fj+1(y,x)). Donc :

Supp(V¥)(a)) € B(Supp(a), R+ 2(r + 8) + 20) = B(Supp(a), R+ 2r + 40)

¢) Montrons que Supp(a) C B(y, ) = Supp(v¥)(a)) € B(y,r’ + 56)
Supposons Supp(«) C B(y,r’"). Soient v € Supp(a) et z € Supp(fi+1(y, x)).

Soit ¢"(v) € A, ,(v) tel que défini dans la preuve de [5.2|a distance minimale

de z. Parmi toutes les géodésiques, choisissons trois segments [v, ©” (v)],[¢” (v), y]

et [v,y]. Par hyperbolicité et par connexion des segments entre eux (Cf ,

il existe u € [v, " (v)] tel que :
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d(u, [v,y]) <6 et d(u, [¢"(v),y]) <0

Par construction de ¢” :
d(u, ¢"(v)) < d(u,geod{z,y}) +1 < d(u, [¢"(v),y]) +1 <5 +1
Par ailleurs, Supp(a) C B(y,r’) et v’ € [v,y] donc :
d(v',y) < d(v,y) <’
Soit u' € [v,y] tel que d(u,u’) <9, alors :

d(¢"(v),y) < d(¢"(v),u) + d(u,v’) + d(u', y)
<4140+ =20+1+7

On sait que ¢"(v) € geod{z,y}, que ©,, 0 ¢, ,(v),y) € geod{z,y} et

que d(z,9,4 0 v.4(v),y)) = d(z,¢"(v)) donc, d’aprés la 3éme étape de la
Proposition [5.2] :

d<wz,y o 90z7y(v), (,0”(?))) < 20

Il vient :

d(wzyy © (pz,y(v)v y) < d(wZ,y © SQz,y(U), SOH(U)) + d(‘P”(U)a y) <
2+ 20+ 147 =45+ 147

Par conséquent :
geod {1y 0 .y(v),y} C B(y,46 + 1+ 1)

Finalement :

Supp(V, ., (y2) (@) C SUpp(tig, . (y.0)y ()
C Supp(a) Uy, (ya)y(ge0dpy, , (y.z)y(Supp(a))

C Supp(a) U U V. y(geodip, , (Supp(a))
2€Supp(fj+1(y,x))
C Supp(a) U U geod {1, y(¢2y(v)), y}

2€Supp(fj+1(y,x)),v€Supp(c)
C B(y,r")UB(y,40 + 1 +1") C B(y,5 + 1)

4éme étape : Nous savons, d’apreés les points 2 et 4 de la Proposition [5.2
que fiz (@) € CEP20(GUZ) et que ||pgy ()|, < Cs(R,r, k) si Supp(a) C
Blgeod {z, 3} ,1).

Or, d’aprés la 2éme étape ci-dessus : Supp(a) C B(geod{z,y},r + 0) si
z € Supp(fj+1(y,x)). Donc :

() RA2(r+0)+20 _ ~R+2r+45
yfj+1(y,$),y(a) S C* - C* (G7 @)
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et

|

5éme étape : Définition de la contraction
Pour tout 5 € N, définissons 'application de chaine

o) - C.(G,Q) — C.(G, Q)

Vi) < Csror+o.)

par :
gbxy =1d— (I/;py od+0do 1/“),)
Puis définissons v, ,, : C\.(G,Q) = C.(G,Q) par :

(] 1) )
V.Z’,y Z l/g;’y xzy ©...0 z,y

Par la suite, nous allons établir une formule explicite pour 'image d’un sim-
plexe o par v,,. Nous montrerons que la plupart des termes de la somme
s’annulent et que ainsi v, , est bien définie pour tout simplexe.

6éme étape : Expression explicite de la contraction

a) Expression de ¢,,

é{; =1d— (y&’, od+0o yﬁ{;)
= Id — (14,1 (y,2).5 © XB(y,10j6) © O+ 00 fig; (y2),5 © XB(y,1055))
= Id — (k11 (y)w © O+ 00 gy 1 (ya)y) © XB(y,1050)
—H; 1)y © (XB,10i6) © 0 — 0 0 XB(y,1046))

Or Hfji(ym)y = > Cifhz y AVEC > ¢ =1. Donc :
l l

Hfiva(y,z)y © d+do K (y,a)y Z Cipbzyy © 0+ 00 Z Cilhzy

= Zl:cl(,uzl,yoajL@o,uzl’y) = zl:clfd: Id

car, d’apres le premier point de[5.2]: iy, 00+ 0oy, , = Id.
I1 vient :

9255«“]2)4 = Id — XB(y,10j8) —Hf;11(y.) © (XB(y,10j6) © 0 — 0 © XB(y,1056))

Modules de Fredholm finiment sommables sur les groupes hyperboliques 61



Pour tout simplexe o, remarquons que, par définition de I'opérateur de
bord : Supp(da) = Supp(a). Afin de déterminer gb%(a), trois cas vont étre
a envisager :

1. si Supp(a) C B

(Y,
OFu(0) = & — & = iy, gy (O — D) =
2. sid(y, Supp(a)) > 1046 alors :

9(6{21(05) =a—0-— /’ij+1(y7$)7y(0 - 0) =«

3. siune partie du support est a l'intérieur de B(y, 10j0) et 'autre a 1’ex-
térieur. Soit le plus petit entier m € N tel que Supp(a) C B(y, 10md).
Posons a = [z, ..., z,] et soit ig € {0, ...,n} tel que x;, soit & distance
maximale de y.

Nous savons que Supp(0;,a) = Supp(a) —{z;, }. Soit alors le plus petit
entier [ < m tel que Supp(0;,o) C B(y, 1015). Alors tous les x; appar-
tiennent a B(y, 101J) a 'exception de ;.

Supposons que [ < j < m alors 0;(«) € B(y, 1090) <= i =i et :

1050) alors :

¢§cj;2/(04) = @—XB(y,lojﬁ)(Oé)—ij+1(y )y (XB (y,1059) (804) 8(XB(y,1oj5)(a)))
=a—=0=pp @)y (XB (v, 1015 (Oa) — 0(0)
=0 = ij+1(y79«“),y(XB(y710]5)(;(_1)iai(a)))

n

— ity () (O (1) X B(y,106) (0i(cv)))) par linéarité de x p(y1055)

=0

= — (=1, () (0 () = @ — V) (i)

Pour résumer :

a sil<j<l
¢§C];(Oz) =4 a—(=1) me((()ma) sil<j<m
0 sij>m
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10mad

FIGURE 16 - Casou [ < j < m, ¢.§cj;)y<05) =a— V:gjz)/(a a)
b) Expression de v,,
D’aprés la 3eme étape, Supp(vy,,, (y.2),y () C B(y, 50+1") lorsque Supp(a) C

B(y,r").
Supposons que [ < j < m alors Supp(0;,a) C By, 1019) et :

Supp(Vy,., 1 (y.),4(0i, @) C By, 1016 + 53) C B(y, 10(j + 1)d)
Donc Supp(vy,,, (y2)y (95 ) est contenu dans B(y, 10(j + 1)4) et
4 ey (02,0)) = 0

Cette égalité va garantir ’absence d’accumulation des "erreurs" (—1)% vY) (03,x)
dans le calcul de la somme.

Rappelons que

= (¢ 0 ..o ply) o (85 o0 68D (95 (a))
9 o o¢<’“< — (—1)"u)(9y))
1

=4y 0.0 dry(a) = &
I+1 i I+1 l
= 0%y 0 00k (a) = (= >o¢>“ YA NS
= o) o¢<’“< )
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En itérant, on obtient :
9y 0.0 dhy(a) = ¢y(a) si j > 1

Mais rappelons que gb;(f;?),(oz) =0sij>m,il vient :

Vrt,y( ) = i’/ﬂcy x,y -0 <b§:12/( ) = Z Vx,y © (bgcj,yl ()

Jj=l+1
= > Wi(a— (=1)oudy P (0,a))
Jj=l+1
m . i m 1
= > v@) — (1) X v o vy Y (0,a)
j=l+1 J=l+1

Or l/g(c?@),(a) = If; 1 (y2)y © XB(y,1056 donc, par définition de m, V,,E@(oz) = 0 si
7 < m. Finalement :

m

V(@) = U3 (@) — (1) 3 vy o vy V(00))
j=l+1

Cette somme étant finie, on en déduit en particulier que ’application v, , est
bien définie.

7éme étape : montrons que v, , est bien une homotopie contrac-
tante.

Vg 00+00uy, = (Z 68y Vo...00l )oa+ao(2uxyo¢“ Yo...opt)

Or¢§;j)y:1d—(uxj,yoa+8oy§fy)et@oﬁz()donc:
1. 8ogz5my—8 80(1/“, 00
2. gbx,yoc? 0 — (‘30(1/“, 00
A1n8180¢xy qb o0 et:
Zvyoqﬁ%yl ohyod = (> o) oely" 0. o0l

j=1
Il vient :
00+ D0vey = 3 100000y o 00l +90 (5 ookl o ol
00 -

=Y (yod+oud)) o,V o ogl)

J=1
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Or, par définition de gbgy, on a ny ocd+0o y = 1Id— qﬁ% Donc :

Vpy 00+ 801y, = Z(]d o) o9 o ol

j=1
=Y 09V 0.0 gl — oY) 0 ¢y Si—zcb
j=1
N
- Nl—1>I—I&-loo¢xy B ;y)

Or
L ¢, =1d— (I/;Byoa%—(?oz/zy) = Id car l/é?@),:O

2. Pour tout simplexe «, il existe N € N tel que Ny > m si m désigne le
plus petit entier tel que Supp(a) C B(y, 10md) et alors qbg;],\;(])(a) =0
donc = lim qﬁgg} =0

N—+o00

Finalement : v, , 00 +0ov,, =1d—-0=1d
Etape 8 : Paramétres de dispersion de Vpy
a) Montrons que v, (o) € CliHAr+120

Nous savons, d’aprés la 3éme étape b) que si « est de diameétre au plus

R et que si Supp(a) C B(geod {z,y}) alors V(J)( ) € Cf+2r+45,

D’aprés la 3éme étape a), nous savons que Supp(ug(fg,(a)) C Supp(a) U

Blgeod {, y} ,20).
11 vient :

Supp(l/xy (8 a)) C Supp(0;,«) U B(geod {x,y} ,20)
C B(geod{z,y},r)U B(geod {x,y} ,20)
C B(geod{z,y} ,r + 20)

car Supp(0;,«) C Supp(a) C B(geod {x,y},r)

Par ailleurs, v, " (9;,a)) € CE+2r+45 Doy

W) o 1y D (0,a)) € OIS _ Cltir 129

Or, d’apres la 6éme étape :

Vy(0) = v (@) — (=10 32 0¥ 00V (0,a))

J=l+1

Modules de Fredholm finiment sommables sur les groupes hyperboliques 65



D’ou

Vay (OZ) c C’f+4r+125

car V%)(a) c Cf+2r+46 C C§+4T+1z5

b) Montrons que Supp(l/my( )) C B(Supp( ), 2R + 61 + 166)
Ve(0) =3 (@) = (=10 3 o) okl V(01,0))

J=l+1

D’aprés la 3éme étape, point b), nous savons que si Supp(«) C B(geod {z,y} ,r)
alors :
Supp(vV)(a)) € B(Supp(c), R+ 2r 4 46) pour tout j > 1

Donc :
Supp(vE) vy (0,,0))) € B(Supp(vy ) (91,0)), R4+ 40

si Supp(l/gy_l)(aioa)) C B(geod{x,y},r’) et si dzam( ((9100[)) <R.

Nous avons montré au dessus que
Supp(viy Y (9,,0)) C Blgeod {w,y} ,r + 20)

et que v, V(8;,a)) € CRT2+48,
Ainsi RF = R+ 2r + 45 et ' =r + 26. 1l vient :

Supp(viy (vl V(9,0))) C B(B(Supp(e), R + 2r +43), R’ + 21" + 4)
C B(Suppla), R+ 2r + 45 + R + 2" + 45) = B(Supp(a), 2R + 61 + 160)

Par ailleurs Supp(v™ (a)) C B(Supp(a), R+ 2r + 45) C B(Supp(a),2R +
6r + 160)
D’ou :

Supp(Vyy(a)) C B(Supp(a), 2R + 6r + 169)

c¢) Montrons que Supp(vs,,(«)) C Supp(a) U B(geod {x,y} ,26)
D’aprés la 3éme étape a), on a :

Supp(ve)(a)) C Supp(a) U B(geod {x, y} ,26)

donc :

Supp(vy(ily P (9i,0))) € Supp(v¥y " (8i,a)) U B(geod {x, y} ,20)
C B(geod{z,y},20)
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De méme, Supp(iy (@) C Supp(e) U B(geod {x,y} ,26). Donc :

Supp(Vey(a)) C Supp(a) U B(geod {z,y} ,20)
d) Montrons que ||v, ()|, < C7(0, R, 7, k)

Nous avons déja prouvé dans la 4éme étape que :

m i -1
Ve ()]ly = |[47) (@) — (= 1) z< '(95))
7=+

l/g;@(ak)Hl < Cs(8, Ryr + 0, k) si ap € Aw(G)

1

1)
Vx y ° Vfgjy (Dipx))

+Z

J=l+1

< Vﬂ(ﬁy (@)

1

< C5(0, Ryr + 0, k) + Z Cs(6, R+ 2r + 40,7 + 26, k) ||v
j=l+1

wm&k) Hl

car Vi«jy (0,0)) € CEF2H45 ot Supp(Ui, Y (8,,a)) C Blgeod {z,y} ,r +
29) 11 vient :

Hl/w,y(ak)‘h
< C5(6, R, r+0,k)+(m—1)C5(5, R+2r+49, r+20, k) x C5(5, R+, r+20, k—1)

Or, par construction (Cf. 6éme étape a))de [ et m :
m—1—1<100(m —1—1) < diam(a) < R car § € N*
Douim-—-I<R+1et:

HVﬂE,y(ak)Hl
< C5(0,Ryr+0,k)+ (R+1)C5(6, R+ 2r + 49,7 + 26, k) x C5(6, R+ 0,7 +
20,k —1) = Cr(0, R, 1, k)

Etape 9 : Equivariance de la famille (V)

Vs(igr)gy(ga) ij+1(gy,gx),gyXB(gy,loja(ga)

,ungl(y7x)’gyXB(gy710j§(gOé) car f équivariante
Or d(gy, ga) < 1056 < d(y, o) < 1050 donc :

V&SQQ@/(Q“) = :ugfj-H(y,ac),y(gXB(y,IOjé(Oé))
= Hgfjri(yz).gy (9XB(y.10j5()) o
= guf#l(y@)’y(xg(y’lojg(a)) par équivariance de (fts,,)

= gui)(a)
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[N m i -1
D01 © Vgy gy (90) = Vil (g0r) — (1) 32 v 0 0, 0(8)90)

Jj=l+1
m i m . ._1
= gVa(:,y) (@) = (=1)° > Véjx),gy © Végc,gy) (905,))
j=l+1
m i U j 1
= gy (@) — (1) 3 vy (grly P (95))
J=l+1
m 1
= guily) (@) — (—1) ;lgw U0 (05,0))
7=+

= grzy(Q)
Etape 10 : continuité en x de (v,,)

Il s’agit de montrer que de petites variations de x (c’est-a-dire de petites
variations du point de base) ont un faible impact sur v, ,(«).
Soit un nouveau point de base 2’ € G.
Rappelons que Supp(a) C B(geod{z,y},r).

a) Montrons que Supp(a) C B(geod {x',y} ,r")
Soit z € geod {x,y} et soit 2’ € geod{z',y} tel que d(z,2") = d(z, geod {2’ y}).
Donnons nous trois segments [z, 2], [2/,y] et [z,y]. Par hyperbolicité, au
moins ['une des deux inégalités suivantes est vérifiée :

Lo d(z 2, y]) <0 <d+d(z,2))
2. d(z,[z,2']) < 9§ :soit u € [z,2'] tel que d(z,u) < alors :
d(z, [, y]) < d(z,u) + d(u, [2,y]) <6+ d(u,z)
<d+d(z,2') car u € [z, 2]
Dans les deux cas d(z, [/,y]) < § + d(z,2"). On en déduit que :
geod{z,y} C B(geod{z',y},d+ d(z,2"))
D’ou :
Supp(a)) C B(geod {x,y}, ) C B(geod{z',y},r +0 + d(x,2"))

o4

b) Majoration de ‘ )

H(Vﬂ(cjz?t V(j (O‘)Hl = H<“fj+1(y,x)7y - :ufj+1(y7w’),y> °© XB(y710j5)(O‘)H1

< ” (Mle(y,a:) — K (ya), y H1 Z ClluZz,y(O‘> - %: Cl’ﬂzz/vy@‘)

1
Or El:cluzl,y(oa) - ;Clﬂzl/,y( @) = %;cl Vs, () avec
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1. CLir = C et 2L = 2 si Cy = 0 et 2l # Al
2. = Cy et 2L = 2 si C = 0 et Zl 7& 2
3. Ci = C —Cy et 2L = 2 si Z] = 2y

Dans tous les cas, on a ¢y = ¢; — ¢p. Il vient :

‘l S %;(Cl - Cl’)ﬂzu/,y(a)

<2 la—al sw |yl =

LU ZeEj,z,z’,y
1fi1(y,2) = [y )| sup  [pzy(@)]], on

zeE ’

J,z,x’,y

Ejwary = Supp(fi+1(y, ©)) U Supp(fi(y, v))
Or, d’aprés le 5éme point de la Proposition [5.16| : il existe des constantes

Cs(d,] S1) > 0et A3(0,] S'|) € [0;1] telles que :

a5, ) = Fya(y, )] < CoaHe 1007
Si z € Supp(fj11(y,«’) alors d’apres le point a) précédent :
Supp(a) C B(geod{z,y},r) C B(geod{z' y},r")
our” =r+0+d(z,2") > r. Donc, d’aprés la 2éme étape :
Supp(a) C B(geod{z,y},r" +9)

Si z € Supp(fj11(y,z) alors Supp(a) C B(geod{z,y},r + §). On sait que
r < 1" donc dans les deux cas Supp(«) C B(geod{z,y},r +0)
Donc, d’apres , il existe une constante C5(R, 7, k) telle que :

sup |y (@)ll, < C5(R, 7" + 0, k)
FAS

3@,z sy

Pour conclure :

) = v

x7y

< C5(R, r” + (5’ ]{;)Cﬁ)\:(gﬂc\x’)y—m(j.;_l)g
1

c) Majoration de ||(vzy — vary) ()|,
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[(Va,y — v ) (@)l

m 7 s 1 1
- oéy>—-v@;>«m>—-c—1>°,§: (i) o il = vy o D) (00))

j=l+1 Y
1
<o -], + B othonts? —thortt," @)
j= l+1
< Co(Ryr" + 8 RGN 52 ) — vl 0y @)+
j=1+1
j 1 j—1
o8 0 877 = 2,000

D’aprés I'étape 8 a) :
Supp( (8 a)) C B(geod{x,y},r+ 20)
et d’aprés 'étape 4 :
vy P (Ona) € CEH9(G,Q)

Donc d’aprés b) ci-dessus :

[ =58 00,00

< Cs(R+ 2r +45,7" + 30, k)Cs )\(w\x/)y—lo(jﬂ)a
< Cg(6,R,r,d(x,x'),k)Cs(0,| S )3 (z|2')y—10(j+1)3

Par ailleurs, d’apreés I'étape 10 a),
Supp(0;,c) C Supp(a) C B(geod{x',y},r") our”" =r+ 0+ d(z,2’)

Donc, d’aprés 'étape 4, 1/( (8,0) € € ORI (G Q) et v, (0,,0) €

CELZ (G, Q) avec r < 7. Par conséquent :
(wly ™ = vl )00 € CEPHO(G,Q)
De plus :

(vily " (Bi0) C Supp(@)UB({z,y},26) C Supp(@)UB({',y} ,7")
2. Supp(vy, " (0iyc0) € Supp(a) U B({', y} ,26)
3. Supp(a) C B(geod{z',y},r")

Done Supp((v¥y ™ V(j N(05,)) C Blgeod {z',y} ,r" + 26).
D’aprés Iétape 10 b), 11 v1ent :

1. Supp
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v o (Y — v V) (0,0)

| !

§C5(R”,(r”+2 +5 /-c)( g-n _ “‘”><aioa>111

< C5(R", (r" +2) + 0, k)C5(R, 7"”—1—5 k’)C )\ wla’)y—10(j+1)6
< Cy(6, R, r,d(z,2"),k)Cs(0,| S |> —10(j+1)

Pour conclure :

| (Ve — Vrﬁy)(a)‘h
< C5(R, " + 8, k) CAf= 10000 S
j=l+1
|2, 0 07 =8 ) @100 |
< Cs5(R, 1" + 6, k)CoAS v =100+ iy — 1)
{08(5, R,r,d(z, '), k)CeA w00 o oo R v, d(x, o), k)cﬁAg””‘“y—m(m“”]
< Chol6, R, r,d(z, '), k)Cg(6, | S )AL= Iv100m+1)

(4

(vity = vi2,)

Or, par construction, m est le plus petit entier tel que B(y, 10md) contienne
Supp(a). Donc :

10mo < gnax( )(d(y, v)) 4+ 106 < d(y, Supp(a)) + diam(Supp(a)) + 10§
veSupp(a
< d(y, Supp(a)) + R + 106

Par ailleurs A3 € [0; 1[ donc

)\éx\x’)y—lo(m-l-l)ﬁ < /\ér\x’)y—d(yﬁupp(a))—R—lO(S

et par inégalité triangulaire :

(x| 2'), = 3(d(y, ) + d(y,2) — (x,
> 3(d(y, ) + d(y, x) + d(z,2') — (z,2'))

')
> d(y, z)
Il vient :

)\éxlﬂﬁ’)y*10(m+1)<S < )\g(yyx)—d(yvsupp(a))—R—105 _ )\gR—106)\g(y7:c)—d(y75upp(a))

Finalement :

| (Ve — var ) (@)
< 010(57 R,r, d(l’,x') )06(6 | S |))\ R— 106/\ (y,x)—d(y,Supp(c))
< Cual6, R, d(w, ), k) ag e -0 5umie)

car A3 ne dépend que de § et de | S | O
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5.4 Contraction continue des complexes de Rips

Nous sommes maintenant en mesure de construire une homotopie "se

comportant bien" entre les applications du complexes de Rips de G induites
par l'identité et la projection sur un point de base. C’est-a-dire que I'homo-
topie de chaine dépendra continument du point de base choisi dans le graphe
de Cayley de (G, S).
En degré zéro, nous utilisons le bicombing de Mineyev (Cf[5.13)) possédant
de bonnes propriétés de continuité. Puis nous construisons 'homotopie de
chaine par récurrence sur le degré en appliquant l'algorithme de remplissage
continu établi dans le paragraphe précédent. Par la suite, les estimations des
coefficients de matrice et des normes des opérateurs associés dépendront de
trois parameétres :

1. la dilatation
2. la propagation
3. la norme /' de ’homotopie de chaine contractante

C’est pourquoi, tout au long de la construction, nous serons vigilants quant
au controle de ces trois paramétres.

Lemme 5.20. Soit (G, S) un groupe finiment engendré, 6— hyperbolique. On
se donne un bicombing q sur son graphe de Cayley.
Soit R > 46 un entier pair.
On suppose R entier pair tel que 46 < R. Pour tout x € G, on définit une
application o, : G — G par :
ox(y) =

1. le point sur la géodésique q|x,y] situé a une distance % de y si

d(z,y) > & +26
2. x sinon

On définit ensuite application 1, par :

To([To, ooy 2n]) = (=1) 2o, oy 00 (T0), T4y Ty

ou 1 est l'indice du sommet x; tel que :
1. (e, ;) = max(d(z, )
j

2. d(x,x;) < d(x,z;) pour tous les j < i
i est donc le plus petit indice pour lequel max(d(x,x;)) est atteint.
j
Alors :

1. 7, définit une application CF(G,Z) — CE (G, Z)
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o.(z)

r = o.(v)
FIGURE 17 — Cas ot R=4, d(z,y) =5 > % + 20, d(x,v) =1< % + 20

Preuve :

1lére Etape : Montrons que 7, : CE(G,Z) — CE (G, Z) est bien définie si
R > 4.

Il nous faut montrer que 7,(AZ(G)) C AZ(G). Pour cela, montrons que si
a € AR(G) alors 7,(a) € AR(G).

Soit un simplexe a € AL(G), considérons un sommet z de o qui soit a
distance maximale de x parmi tous les autres sommets de «. Soit y un autre
sommet de «, alors :

d(z,y) <d(z,z) et d(y,z) <R

Montrons que d(y, 0.(z)) < R).
Par construction, on sait que 0,(z) € [z, z|. En considérant le triplet (z,v, 2),
par hyperbolicité deux cas se présentent :

1. Il existe u € [y, 2] tel que d(u,0,(2)) <0
d(u, z) 2 d(z,04(2)) — d(u, 0(2)) =
Il vient :

d(y, 0.(2)) < d(y,u) + d(u,0.(2))
<d(y,z) —d(z,u) + d(u,o.(z)) car u € [y, ]
<R-0+6=R

2. Il existe v € [z,y] tel que d(v,0,(z)) < 4. Alors :

d(xz,v) > d(z,0.(2)) — d(v,0.(2))
> d(x,2) —d(z,0.(2)) — d(v,0.(2)) car 0,(z) € [z, 2]
Z d(:)?, y) - g -0
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d(y, 02(2)) < d(y,v) + d(v,0x(2))

<d(z,y) —d(z,v) + d(v,0.(2)) car v € [z,y]
<d(z,y) —d(z,y) + E+5+6
§§+25§Rcar}%245

2éme Etape : Montrons que 72 = 0.
Etant donné que R > 46 et que la construction ci-dessus (qui consiste a
rapprocher un sommet x; d’un point de base ) est la méme que dans la
preuve du Lemme 1.7.a de [Grom]|, l'image d’un simplexe de diamétre R
reste de diameétre inférieur ou égal & R .
Rappelons qu’un simplexe dégénéré s’écrit sous la forme [z, ..., g, Tk, ..., Tp].
Soit i est le plus petit indice pour lequel mjax(d(x, z;)) est atteint.

1. si¢ =k alors 7.([xg, ..., 7)) = (=1)" [z, ..., 02 (T1), Tk, T, ...T,] qui est
dégénéré

2. sii < k alors 7,([zo, ..., zn]) = (—=1) [0, .., 02(T5), .oy T, Ti, - T] qui
est également dégénéré. De méme si ¢ > k [

Par définition 7, ([zo, ..., z,]) = (=1)" [xo, ..., 02 (x;), T4, ...7,] donc :

72([zo, ey Tn]) = (=)' ([z0y vy 0 (), Tiy o)) =
(=)= "7 ([o, ooy 02(5), 00 (5), T4, o ])

qui est dégénéré [

Lemme 5.21. Définissons l'application ¢, = Id— (0o 1, +1,00), contrac-
tion auxiliaire du complexe de Rips.
Posons maintenant :

1. gm: ZT:EO()OI;
k=0

Alors :
1. &, est bien définie

2. lim ©f est définie avec ¢ = lim ©F
k—+o00 k—+o00

{ o (ly]) = [2], Y [y] € AF(G)

0> =0 en degré strictement supérieur a zéro

co

4. & est une homotopie contractante du complexe de Bar augmenté
L& o0& =0 sur CR(G,2Z)

v
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6. sur CR(G,Z), pour un simplexe réduit [xy, ..., x,), il existe une constante
Cis ne dépendant que de Rn et de la distance de x a Supp(«) telle
que : [|& ()] < Cra(R, d(z, Supp(a)),n)

7. pour tout simplexe «, le support de £, () est contenu dans le plus petit
sous ensemble de G contenant Supp(«) et stable par o,.

Preuve : On pourra se référer au Lemme 2.3 de [Pu2|. Explicitons ce-
pendant les calculs.
lére étape : calcul explicite

D’une part :
do1.([xg, ..., xn]) = O((=1)" [0, .o, Ti1, 02(T5), Tiy ooy T
i—1 ‘
= (—1)Z(Z(—1)j [Io, ey Lje1, Ljgdy enny O'm(l'i), Ly enny l’n]
§=0
+(=1) @0,y ooy ) + (= 1) [0, ey 00 (25), Tig 1y oy Tn] +
n+1 )
E (—1)] [$0, ey O'Z(I‘i>,$i, ey Lj1, T ly oeey In])
j=i+2

Et d’autre part :

i—1

T2 0 ([0, ooy Tn]) = Tu (D0 (= 1) [T0y oy Tjm1, Tji1y weey s Ty ony T
j=0
+(_1)Z [3307 vy Li—15 L1 ooy xn] + E (_1)J [an ey 3 Ly ey L1y Ljpdy oens xn])
Jj=i+1
= (=13 (=1) [T0y ooy Tty Tty ooy O (T), Ty oy T
=0
+(—1)Z(—1>Z/_1 [.1'0, ey Li— 15 Ljg 1y eey O-x(xi/); Lily ey .Z'n]
+(—1)7' Z (—1>J [Io, ...,O'x(l’i),l'i, vy Lj—1, Tj41, 7an
j=i+1

11 vient :

or([T0y ooy n]) = (Id — (Do Ty + 7o 0))([xoy ey Tn))
= [.1'0, ceey O'x(xi), ceny .flfn] - (-1)Z+Z -1 [.1'0, vy Li— 1y Lt 1y -eey O'x<xi/), Lity ooy Ty

Avec [zg, ooy Tio1, Tiv1y ooy 00 (X)), Tty ooy k] € IT(T).
On déduit le résultat sur Supp(&(a))

2éme étape : Si o € Im(7,) alors ¢, (a) est la somme d'un simplexe
dégénéré et d’'un élément de Im(7,).
Supposons « € Im(r,) alors a = [z, ..., 0.(2;), i, ..., x| et d’aprés ce qui
précéde :
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u(@) = [Ty oy 00 (X5), Ti1, ooy Tn] — (1) 11 (o)

3éme étape : Si « est dégénéré en k # i alors ¢, (a) est la somme de

deux simplexes dégénérés
Supposons « dégénéré alors il existe k € {0,...,n — 1} tel que o = [zg, ..., Tk, Tk, ..., Ty,

et d’aprés ce qui précede :

O'w(.fCi),LUZ',Ii+1, ,:L’n] —

()033<Oé> = [270, vy s Ly Ty v
-

AN
(_1)Z+Z [T05 vy s Ty Thy ooy Ti1, Tirg 1, ooy O Tt ), T,
est somme de deux dégénérés si k # 1.

4éme étape : Si a est dégénéré en k = i alors i/ = i+1et (—1)*"' 1 =1

QOZE(OO == [.I'O, "'70-x(xi)7'ri7xi+27 7xn] - [‘r07 "'7xi717O-x<x’i>7xi7xi+2-"7xn] - O

5éme étape : On peut ainsi démontrer par récurrence sur k € N* que

pour tout simplexe « :

k
‘P];(Oé) = ZTCIJ(ak‘,’i) + di,; + oy,

i=i
ol dj,; est un simplexe dégénéré et oy, s’écrit [alo (7)), ..., ol (xn)] avec [; € N

i=0
Il vient alors :

k
Ty © %’2(04) = Z To(Te(o,i)) + Tu(dii) + 7o (an)
=1
Or, on montre facilement que, par construction, 7, (7,(ax;)) est dégénéré, de

méme pour 7, (dy.;).
T.00F(a) s’écrit done S+7, () ot S est une somme de simplexes dégénérés.

Sur CR(G,Z) on a donc
7o 0 oy (a) = To(cur)
6éme étape : Montrons que &, est bien définie, c’est-a-dire que la somme

oo
37 7, 0 ok est finie. Soit un simplexe o = [z, ..., 7,] de diamétre au plus R,

k=0
on observe que pour tout i € {0,...,n} :

d(z,x;) < d(z, Supp(a)) + R

76
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Introduisons :

[ [0, oo 2] [z= 2, d(@, 25)
j=

Alors | [zg, ...,z ] |,< (n+ 1)(d(z, Supp(a)) + R).

0 <| oy =] [0"(x0), .., 0" (20)] |,= é}d(%ﬁli(%))

< ;)(d(m,a:i) —1; X %) =l a|, —k x %

< (n+ 1)(d(z, Supp(e)) + R) — k x &

Finalement 0 < (n + 1)(d(z, Supp(a)) + R) — k x & d’ou :

k< 2 (d(z, Supp(a)) + R) = Cia(R, d(x, Supp(ar)), n)

+
R
Le nombre de termes dans la somme est donc fini et () est bien défini.
Sur af(G, Z) on a donc :

EELACIERACH
1l vient sur CR(G,Z) :

[e.e]

1€ ()] = || 22 me(w)|| < Cha(R, d(, Supp(a)), n)

k=0

7éme étape : Montrons que &, est une homotopie contractante.
Raisonnons pour cela en plusieurs étapes :

1. On observe que do (o7, +7,00)=001,00= (00T, +7,00)00
car 0od =10
2. On en déduit que do(Id—0oT1,+7,00)) =(Id—0oT,+7,00))00
3. Par récurrence, il vient pour tout £ € N :
do(Id—0o1,+7,00)r=(Id—007, +7,00))*0d
C'est a dire D ok = ¥ 0 9
4. Il vient :
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Do +&00=3 0(rgh) + (ragh) 00

k>0

n

= S (@om)ogk 4o (ghod) = 32 (Dom) ok + (r0d)o gk
k>0 k>0

n

= S (om T 0d)gk = 3 [Id— (Id — (Do + 7, 0))]
k>0

k>0

n

=Y Hd—gopi =3 ok —oiT =i =1d
k>0 k>0
8éme étape : Nous avons prouvé dans le Lemme que pour tout
simplexe a, 72(a) est dégénéré. Donc 72 = 0 sur CR(G, Z).
Im(7,) est stable par ¢, sur CE(G,Z) car :

0e0T, =(Id—T,00—00T7,)0T, =T, —T,0007,) =T,(Id—0orT,)

Soit un simplexe « alors par construction &, (a) € Im(7,) et :

o0

§(a) = 3 ma(@i(&e(a)) = 0 car f(&(a)) € Im(r,) O

k>0

L’image d’un sous-complexe de Rips par ’homotopie v, , construite dans
le paragraphe précédent (Cf. est un sous complexe de Rips de diamétres
supérieur. Afin d’obtenir une contraction d’un complexe de Rips donné, il
nous faut contracter un complexe de Rips dans un autre de diameétre infé-
rieur. C’est I'objet du lemme suivant qui utilise I’homotopie auxiliaire précé-

demment construite (Cf. [5.21]).

Lemme 5.22. Soit un groupe G 6— hyperbolique et deux réels R, R’ tels que
46 < R < R'. Alors il existe un morphisme de complexres G— équivariant

ne: CF(G,Z) — CF(G,Z)
qui est Uidentité sur CR(G,Z) C CF(G,Z), et qui vérifie pour tout simplexe
a € AR(Q) :
1. Supp(nn(a)) C B(Supp(a), R)
2. Il existe une constante C13(R, R',n) dépendant de n telle que :

”nn(a)H < 013<R7 Rl? n)

Preuve : Soit 'application &, définie dans [5.21}
Nous allons maintenant construire par récurrence l’application de chaine
(morphisme de complexes différentiels) n, : CF (G, Z) — CF(G, 7).
Initialisons la construction en posant 7y = Id.
Pour n > 1, supposons 7,,_1 construit et possédant les propriétés recherchées.
Posons pour tout simplexe o = [y, ..., z,] € An(G) :
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o si diam(Supp(o)) < R
Ezo © Mn—1 © O(ar) sinon.

() = {

Si diam(Supp(a)) > R alors Supp(n,(«)) est contenu dans le plus petit
sous-ensemble de G contenant Supp(n,_; o d(«)) et stable par og,,. Or, par
hypothése de récurrence :

Supp(nn-1(9(a))) C B(Supp(d(a)), R') C B(Supp(a), i)

Donc Supp(n,(c)) est contenu dans le plus petit sous-ensemble de G' conte-
nant B(Supp(«), R') et stable par o,,. Or, zy € B(Supp(a), R') donc d’aprés
le lemme [5.20] pour tout y € B(Supp(a), R'), on a 0,,(y) € B(Supp(a), R').
B(Supp(a), R') est donc stable par o, et :

Supp(nn(a)) C B(Supp(a), R')

Par ailleurs : ||, ()| = ||€zo © Mn_1 © O(a)]]
Or Supp(n,(«)) C B(Supp(a), R') donc

d(xo, Supp(na(a))) < R’ et d(a) € C}F4(G, Z)

|15 () ||
< Cu(R,R'\n—1) [|ng,—1 0 0(a)||
< Cp(R,R,n—1)Ci3(R,R,n—1)(n+1) =Ci3(R,R',n)

Par ailleurs, 7, est bien un morphisme de complexes différentiels. En effet,
soit un simplexe a = [zg, ..., T,] :

1. si diam(Supp(a)) < R alors n,(a) = « et on a bien (0o n,)(a) =
(Mn-1 0 0)()

2. sinon :

(Qon)(a) = (90&,)omu—100(a) = (Id— &, 00)omn,—100(a)
= -1 0 0(a0) = &y 09 01y 0 ()
= Np_1 0 O(a) — &z, © Np—1 © 0 0 I(x) par hypothése de récurrence
=TMn-10 a(a)

e

Reste & montrer que 7, est G— équivariante. Si n = 0 alors 1, = Id d’ou
I’équivariance.

Soit m > 1, supposons 7,_1 est G— équivariante. Alors : n,(ga) = ga si
diam(Supp(ga)) = diam(Supp(a)) < R

Sinon, supposons « = [zg, ..., ], on a :

nn(ga) = ggazo OTlp—1 0 a(ga)
= Eguo © Nn-1(g0)
= &guo (gNn—1(0at)) car n,_1 est G— équivariante
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Soit un simplexe 5 = [By, ..., 8], alors d’aprés la définition de 7,,, dans le
Lemme [5.20)] :

Tgxo([gﬁm ceey gﬁn]) = (_1)1 [gﬁoa ceey ngo (gﬁz)a gﬁl) ceey gﬁn]
ou ¢ désigne le plus petit indice pour lequel max(d(gxo, gf;)) = max(d(zo, 5;))
J J

est atteint.
Or, d’apres la définition de 74, dans le Lemme 77 :

Ogzq (gﬁz) = go_aco(/Bz) car d(gx07g/81) = d(x(bﬁz)
D’ou :
7_9270([9507 79671])
- (_1)Z [9/807 -"7go-mo<ﬂi)7g/8i7 79671]

= (_1)29 [607 "'7U$0(5i)aﬁia aﬁn]
= gTuo([Bos -+ Bul)

Il vient :

Py (gNn—1(0))

= gNn-1(00) — (9 © Tyao (gMn—-1(0x)) + Tyzy © O(gMn—1(0x))
= gNn-1(0a) = (9(gTo (Mn-1(00))) + T4 (90(1n-1(0)))
= gNn-1(00) = (9O(Tay (M1-1(00))) + gTue (O(1n—1(0x)))
= P (Mn—1(0v))

Finalement :
77n<ga) = fg:vo (gnnfl(aa))
= kZ_OTgxo o @b (gmm-1(0a))

_ i‘j Toeo (995 (01 (902)))

= g3 T (25, (01 (00))

= 95;)(%_1(304)) = gin(a) O

Lemme 5.23. Pour tout ensemble X, on définit 'opérateur d’antisymeé-
trisation par :

Tas - Cu(X,C) — Ci(X,C)

['1707 .-.,an] — ﬁ Z (_1)6(0) [Q:U(O)’ ""xa(”)}

O'GS’VL
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ot S, désigne le groupe symétrique de {0,1,...,n}.
Alors :

1. 1l s’agit d’un morphisme de complexes de chaine qui préserve les sous-
complexes de Rips et qui est égale a ['identité en degré zéro

Tas €st canoniquement homotope o l'identité d’apres le Lemme [].1§
Limage par m,s d’un simplexe ayant deux sommets identiques est nulle
[7as]| =1

Tas €St un projecteur : Mqys O Tas = Tas

AR RS

Preuve : si [xg, ..., 7,] € AF(G) alors pour tout o € S, [:EU(O), s wo(n)] €
AR(@). Dou la préservation des sous complexes de Rips.
T.s €st une application n + 1-linéaire alternée, I'image d’un simplexe ayant
deux sommets identiques est nulle.

Pour tout o € S, : H [wg(o), ...,xg(n)] H1 =1 donc :

n+1l Z ( ) [ U(O)>"~>xa(n)} < ﬁ | Sn |: 1

gESy
1
Par ailleurs :
Tas Oﬂ-as([xa(O); o Lo(n )]) 7Tas( n+l ] ZS‘ ( )E(U [ U(O)?"'axo—(n)}>
= e 2 (CD O Tas([T0(0)s o Tom)])
ocESy
= (nil)! Z (_1) n+1u ZS (— ) [l’uoa(o),...,x#og(n)}
HESH
= n+1)' ((n+1)H2 >, 2 (= )E(U el [ L oo (0)> "'755#00(”)]
0ESH NESH
= W ZS Zé; (=1)°") [z,(0), ..., 7, (n)] car e(po o) =e(o) + ()
€ oc
= n+1l Z( ) v) [%V(o),...,x,,(n)]
vESH

= 71'&5( [ZEU(O)y ceey ‘rU(n)])

Montrons qu’il s’agit d’un morphisme de complexes de chaine :

do 7Tas( [QZU(O), ceey :L‘U(n)})
= a(ﬁ Z (_1)8(0) [x0(0)7 "‘71:0'(71)})

gESy
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= (n-ll-l)! Z (_1)5(0)8([;(;0(0), ...,xg(n)})

JES’n

n

= 2 (DT X () ([Fo(0), s Tot-1), Totir1), - Tom)])

oc€Sh =0
= m ZO(_]_)Z(” + 1) z ‘ (_1)6(0')( [J;J/(O), ceey xa’(i—l)) xa’(i—‘rl)a '-'xa’(n)}) ou
1= o’'eSy

S¢ désigne 'ensemble des permutations de I'ensemble
{0,....i — 1,i+1,....,n} avec card(S,) = (n + 1)card(S?)

g (=1 2 (DT ([2or(0), s Tor(i-1), Tor(i41)s Tt (m)])

=0 a'eS;,
= 7Tas<a [J:U(O), ey xa(n)}) O

Définition 5.24. Soit un opérateur linéaire ¢ : CE(G,C) — CE(G,C). On
définit les coefficients de matrice de ¢, pour a« € AR(GQ) et 8 € AR(G),
comme les uniques scalaires notés < ¢(a), f >, tels que :

dla)= > < ola),B> B pour tout a € AR(G)
BEAR(G)

Lemme 5.25. Soit un simpleze o = [z, ..., 7n_1] € CE (G, Q) avecn > 1
alors :

geod(Supp(sy 0 in—1(a))) C B(geod{z,zo}, R+ 0)
ol i,_1 désigne linclusion canonique.

Preuve : Supp(s; 0i,_1(a)) = Supp([x, o, ..., Tp_1]
Soit z € geod(Supp([z, xg, ..., xn_1]) alors il existe y1,y2 € {x, o, ..., Tp_1}
tels que d(y1,2) + d(z,y2) = d(y1, y2).

ler cas : siy; # z et yp # x alors il existe i, 7 € {0,...,n — 1} tels que
Y1 = ; et Yo = x; et z appartient & une géodésique notée [z;, z;]. Dans le
triangle formé par [x;, z;] et deux géodésiques [z, z;] et [zo, z;], par hyper-
bolicité, il existe par exemple u € [zg, x;] tel que d(z,u) < 4. Il vient :

d(z,x0) < d(z,u) +d(u,z9) <6+ d(x;,z0) <I+ R
D’ou d(z, geod{z,z0}) < d(z,20) < d+ R et z € B(geod{x,x0},R+ )

2éme cas : si par exemple y; = x alors z appartient & une géodésique [z, z;]
et d(z,z) < d(x, ;). Dans le triangle formé par [z,z;] et deux géodésiques
[0, x] et [xg,x;], il a deux possibilités :
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1. soit z est & une distance inférieure a ¢ de [z, x] et alors z € B(geod {x, o} , )

2. soit z est & une distance inférieure & § de [z, z;] et par inégalité
triangulaire z € B(geod {x,x¢}, R+ )0

Lemme 5.26. Soit un simplere a = [xg, ..., 1, 1] € AR (G) avecn > 1 et
C >0 alors :

B(geod(Supp(a) U{z}),C) C B(geod({z,z0}),C + R+ 9)
et si ' € G alors on a aussi :
B(geod(Supp(a) U{z}),C) C B(geod({z',xo}),C + R+ d(z,z") + 25)

Preuve :

Soit z € B(geod(Supp(a) U{z}),C).
1ére Etape : Montrons que B(geod(Supp(a)U{z}), C) C B(geod({x,xo}),C+
R +9).

ler cas : il existe z; € Supp(«a) ainsi qu'une géodésique [z, z;| de x & z;
tels que d(z, [z, x;]) < C. Soit h € [z, z;] tel que d(z, [z, z;]) = d(z,h) < C.
Par hyperbolicité dans le triangle formé par les points x,x( et x; :

1. soit h se trouve a une distance inférieure a ¢ de [z, x| et il existe

h € [z, 0] tel que d(h, [z, o)) = d(h, h) <. Alors :
d(z, geod({z, o)) < d(z, [z, z0)) < d(z,h) < C+6

2. soit h se trouve & une distance inférieure a § de [z, z;] et il existe

h; € [xo, z;] tel que d(h, [zg, z;]) = d(h, h;) < . Alors :

d(z, geod({z,x0})) < d(z, [z, z0]) < d(z,z0)
<d(z,h) +d(h,h;) +d(hi,z0) <C+d+ R

2éme cas : il existe z;, x; € Supp(a) ainsi qu'une géodésique [z;, z;] de x; &
x; tels que d(z, [z, z;]) < C.

Soit h;; € [x;, x;] tel que d(z, [z, z;]) = d(z, h;;) < C.

Par hyperbolicité dans le triangle formé par les points xg,z; et z;, h; ; est par
exemple a distance inférieure a 0 de [xg,x;]. Il existe donc w; € [xg,x;] tel
que d(h; j, [zo, z;]) = d(h;;,w;) et :

d(z, geod({z,xo})) < d(z, [z, x0)) < d(z,x0)
S d(Z, h@j) + d(hi,jy [EZ) -+ d(l’z, IL‘()) S C + 5 + R

2éme Etape : Montrons maintenant que B(geod(Supp(a) U {x}),C) C
B(geod({z',z0}),C + R+ ).
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FIGURE 18 — Illustration de la 2éme étape ler cas

ler cas : il existe z; € Supp(«) ainsi qu'une géodésique [z, z;| de x & x;
tels que d(z, [z, x;]) < C. Soit h € [z, z;] tel que d(z, [z, z;]) = d(z,h) < C.
Par hyperbolicité dans le triangle formé par les points z,zq et x; :

1. soit h se trouve & une distance inférieure a § de [xg,x;] et il existe

hi € [xo, x;] tel que d(h, [vo,z;]) = d(h, h;) <. Alors :

d(z, geod({z',x0})) < d(z, [/, x0])
< d(z,h) +d(h,h;) + d(hi, z0) < d(z,70) <C+6+ R

2. soit h se trouve & une distance inférieure a ¢ de [rg, 7] et il existe
h € [zg,z] tel que d(h,[zo,x]) = d(h,h) < 0. Par hyperbolicité dans
le triangle formé par les points x,zq et z’ :

(a) soit h se trouve a une distance inférieure a § de [x, 2] et il existe
p € [z, 2'] tel que d(h, [z,2']) =d(p',h) <. Alors :
d(z, geod({2', z0})) < d(z, [2', z0]) < d(z,2")
<d(z,h)+d(h,h) +d(h,p) +d(p',2') < C+6+0+d(x,2)

(b) soit & se trouve a une distance inférieure a ¢ de [zo, 2] et il existe
p € [z, 2'] tel que d(h, [xo,2']) = d(h,p) < 6. Alors :

d(z, geod({2', 20})) < d(z, [z, w0]) < d(z, p)
<d(z,h) +d(h,h) +d(h,p) <C+6+0

2éme cas : il existe z;, z; € Supp(«) ainsi qu'une géodésique [z;, z;| de x; &
z; tels que d(z, [z;, x;]) < C.

Soit h; j € [x;, x;] tel que d(z, [x;, x;]) = d(z, hij) < C.

Par hyperbolicité dans le triangle formé par les points zg,z; et x;, h; ; est par
exemple a distance inférieure a 0 de [zg,x;]. Il existe donc w; € [xg,x;] tel
que d(h; j, [zo, z;]) = d(h;;,w;) et :
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d(z, geod({x', x0})) < d(z, [2', wo]) < d(2, x0)
S d(Z, hl‘,j) + d(hm‘, ZEZ) + d([L’z, ]70) S C + 0 + RO

Lemme 5.27. Soient deuz simplezes 3 € AR(G) et v € AY(G). Si Supp(8) C
B(Supp(v), C2) alors Supp(y) € B(Supp(B), C1 + Cs) -

Preuve : Soit v; € Supp(7). Alors il existe 8; € Supp(f) tel que d(~;, Supp(B)) =
d(7i, Bi)-
Bi € B(Supp(v),Cs) donc il existe v; € Supp(7y) tel que d(B;,7;) < Cs.
Il vient :

d(vi, Supp(B)) = d(vi, Bi) < d(vi, ;) + d(d(v;, Bi) < C1+ Cy
Donc v; € B(Supp(B), C1 + C2)1

Lemme 5.28. Soit un groupe — hyperbolique G, deux simplexes o = [xg, ..., x,] €
AR(GQ) et v € A, (G) ainsi que x € G . Si :

Supp(vy) C B(geod((Supp(a) U{z}),C)

alors :
d(x, o) — d(Supp(7), wo) = d(x, Supp(7y)) — 2(C + R+ )

Preuve : Soient v, et y; situés sur une géodésique [z, x| tels que d(Supp(7), zo) =
d(7i, o) et d(Supp(y), =) = d(v;, o).
Soient w; et w; situés sur une géodésique [z, xo] tels que d(vi, [z, x]) =
d(7i, wi) et d(v;, [z, xo]) = d(7;, wy).
Supp(y) C B(geod((Supp(a) U {z}), ) donc il existe h; sur une géodésique
[z, x;] tel que d(v;, [z, z;]) = d(vi, ki) < C. Considérons le triangle géodésique
formé par les points x, xg et z; :

1. soit h; est & une distance inférieure a 0 de [zg, z;] et

d(vi, wo) < d(vi, hi) + 0 + R < Ci5+ 6 + R+ d(wo, w;)
2. soit h; est & une distance inférieure a ¢ de [zg, z] et :
d(")/l, 1‘0) < d(’}/l, hl) + d(hl, wl) + d(wl, 1‘0) < 015 +0+ d(l’g, U)Z)

Dans les deux cas : d(v;, o) < d(v;,hi) + 6+ R < (Ci5+ 6 + R) + d(xo, w;)
De la méme manieére, on obtient d(v;, z) < (Ci5+ 0 + R) + d(z, w;)
D’ou d(x,w;) > d(vj,z) — (C15 + 6 + R)

Il vient :

d(z, o) — d(zo,7v:) > d(x,x0) — d(xg,w;) — (C15 + 0 + R)
> d(x,w;) — (C15 + 0 + R)

Z d({['7 wj) — (015 —f- 5 —I— R)

> d(vyj,z) — 2(Cis + 6 + R)O
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Théoréme 5.29. Contraction continue du complexe de Rips

Soit (G, S) un groupe 60— hyperbolique et soit R > 46 tel que le complexe de
Rips augmenté CE(G,C) soit contractile et soit v € G.

Alors il existe une famille d’opérateurs linéaires :

hi Of(G7 @) - Cﬁ»l(Gu @)
vérifiant en degré n > 1 :
hZ o0+ 0o hl = mus

et telle que :

1. les opérateurs (h¥)yeq sont compatibles avec l'action du groupe, dans
le sens ou le diagramme suivant commute pour tout g € G :

C*(G, Q) ﬁ' C*+1 (G7 @)
lfr(g) lﬂ'(g)
C*(G, Q) i C*-i—l (G7 Q)

2. il existe une constante Cso(0,| S |, R) telle que les coefficients de ma-
trice < hl(«a), 5 > sont nuls sauf éventuellement lorsque

Supp(B) C Blgeod(Supp(e) U{z}), Cso)
et il existe une constante C31(d,| S |, R) telle que :
< ho(@), 6 >]< Oy

3. il existe des constantes Cs2(0,| S |, R, d(x,x")) et \y(0,] S |) telles que
pour tous o, 3 € AR :

< (B = B)(@), B >|< CapAg™ =)
avec 0 < A\g(0,] S |) = Max(Xa(6,] S 1), A3(d,] S|) <1
J. Tas 0 h% = AT
Preuve : 1ére étape : Notons ¢, le bicombing de Mineyev construit dans

le Théoréme [5.13| et construisons par récurrence un morphisme différentiel
de chaine :

0, : C.(G,Q) = C.(G,Q)

égal a l'identité en degré zéro.
Commencons par poser ©; = ¢;. Puis construisons ©,, par récurrence en
posant pour tout simplexe
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@n([q’ba 73:71]) = (Vzo,zl © @nfl © 8)([%, 71;71])

971/

C,(G, Q) Cn(G,Q)

al 8”

Cor(G,Q) 222 0,1 (G, Q)

On suppose que ©,,_; est bien un morphisme différentiel de chaine G—équivariant.
Alors montrons qu’il en est de méme pour ©,,. Nous savons que pour tout
(z0,71) € G?, Vpys, est une homotopie contractante donc 9 o v, ,, = Id —
Vg, - 11 Vient, pour tout simplexe [z, ..., ] :

(000,)([zo, -y xn]) = (00 Vggay) © (On—1 0 0)([x0, .., Tp]) =
(Id — Vyyy ©0) 0 (©p—1 0 0) ([0, .., Tn))
= (0,100 = Vyy 4, ©0 00,1 00)([x0, ..., Tn))
= (02100 — Vyyay ©Op_20000)([xg, ..., Tp]) = (Op—1 0 9)([0, ..., Tp])

Par ailleurs, soit g € G et un simplexe [xg, ..., 2,] :

@n<[g$07 s gxn]) = (Vgxo,gx1 o @nfl © a)([gl“o, ) ga:n])
= (Vgl"oygl"l 00, 1000 W(g))([l‘o, e CCn])
— (pewgos © O 07(9) 0 0) [z, 0]
= (Vgup,g21 © T(g) © Opq 0 0) ([0, ..., T»]) par hypothése de récurrence
= (7(g) © Vg2, © On1 00)([x0, ..., ,]) par équivariance de (v, )
= g@nqua ) xn])

2éme étape : Définissons h? et montrons que h¥ o 0 + 0 o h¥ = 7.
Soient 'inclusion canonique i, : C*(G,Q) — C.(G,Q) et un point de base
x € G. Posons :

h? = Ts0M, 00,08, 0%, + s 0Ny 0 h(O, 01y,1,)

ou 1), est le morphisme de complexes différentiels défini en [5.22] s, est 1'ho-
motopie contractante définie en et h 'opérateur d’homotopie défini en
418

Par construction, on a m,s o h? = h¥ car m,s est un projecteur (Cf. .

On sait que 0 o mus = Tes © D,que o, = Ny_1 00 et que h(O, o iy, iy) 0
0+ 00h(O,0i,,i,) =1, — 0,01, dou:

hfod+ doh?
=T 0N 00,08,00,00+Ts0M.0h(O,04,,i,)00+domz0n., 00,0
Sz Oy + 0 0 Tas 0 My 0 h(O, 01y, 1)
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= Tas 0N 00,05,00,00+00T501,060,08, 00,4 Tgs 01y 0 (O, 0
Gxy1x) 00 + 00 Tas 0 1u 0 h(Oy 01y, 44)

- ﬁason*09*o(3$oa+aos$)oz*+7rason*0(h(@*0i*,i*)03+30h(@*0i*,i*))
= Tgs 015 0 O, 04y + Ty 01y 0 (1, — O, 01y)

= Tas O T« © Z*

= T, car par construction 7, = i, sur CE(G, Q)

3éme étape : Démontrons la compatibilité de h? avec I'action de groupe
Toutes les applications présentes dans 1’écriture de h? sont G— équivariante,
a l'exception de s,. Il vient :

m(g)ohiom(g™t) = m(g)o (Was077*0@*Osxoi*+7raso77*0h(9*0i*,i*))OW(g_l)
= Mas oM 00, 0m(g) 05, 0m(g7) 0y + Tas 01, 0 (O, 01y, i) 07 (g) om(g ™)

Or, nous avons prouvé dans la Proposition la compatibilité de s, avec
I’action du groupe donc :

m(g)ohiom(g™")
= Tas O Nx 00O, 0 8gy 06y + Tys 01, 0 h(Oy 0, 1y)
= h9* par construction

4éme étape : Montrons que :
1. ©, 05, 0i,_1(CE (G,Q)) C CS*OEM (G Q)
2. Supp(©,, 0 s, 0i,_1()) C B(geod(Supp(a) U {x}),Ci5(6, R, n))
3. |©n(a))]l; < Ci6(8, R,n) pour tout o/ € AR(G)

Nous allons démontrer ces trois propriétés par récurrence.
Pour n=1:

©1 0 s, 0 ig([zo]) = O1 0 s:([20]) = O1([7, 20]) = Q1 ([, 0])

Or, d’aprés le Théoréme [5.13]: q1([z, 7)) € CHG, Q) et Supp(qi([z, xo])) C
B(geod({x,x0}), 186).

Il suffit donc de poser C14(0, R, 1) = 1 et Cy5(5, R, 1) = 18§

Pour la troisiéme inégalité, d’apres le quatriéme point du Théoréme [5.13, on
sait que si a = [xg, 2;] € AR(G) alors :

||q1 [‘r()wrl]”l < 180 R
11 suffit donc de poser Ci6(0, R,1) = 180 R.

Supposons les trois propriétés vraies & un certain rang n — 1, montrons
qu’elles sont vraies au rang n.
D’aprés le Lemme [5.25| :
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geod(Supp(sy 0 in—1(a))) C B(geod{z,zo}, R+ 0)
Et d’apres 'hypothése de récurrence :
Supp(©p,—1 0 Sz 0iy—1(a)) C B(geod(Supp(a) U{z}),Ci5(0, R,n — 1))

De plus : Supp(0 o s, 0 ip_1()) = Supp(sz 0 in_1())
D’ou :

Supp(©,,_ 10008, 01, 1(a)) C B(B(geod{x,x¢},R+9),C15(6, R,n—1))
C B(geod{x,z0}, R+ + Ci5(0, R,n — 1))

Par construction 6,,([x, 1, ..., Tn]) = Vg2, ©On_100)([x0, 21, ..., T,)) d’OU :

O, 0 85 0 Un_1([T0, X1, ..., Tn]) = On([x, To, 21, ...y Ty))
= (Vx,zo o @nfl © 3)([35, Loy L1y -ens zn])

= (Vpwy ©Opn-1 0008, 0ip1)([T0, T1, .0, Tp))

= V:r,a:g(@n—l odo Sy O in_l([Io, L1y ooy l’n]))

Or, d’aprés la Proposition [5.18) si un simplexe a € CE(G, Q) vérifie Supp(a) C
B(geod{z,y} ,r) alors :

1. Vm,y(a) c C'f+4’"+125(G, Q)

2. Supp(Vay(a)) C B(Supp(a),2R + 61 + 166)

3. [lvey(a)ll; < C2(6, R, 7 n)

1. ©,08,014, 1(a) € 0514(57R7"*1)+4(R+5+015(J,R,nfl))+126(G> Q)

2. Supp(vyy(a)) C B(Supp(a),2C14(8, R,n—1)+6(R+0+C15(, R,n—
1)) + 166)

3. pour tout o = [z, 71, ..., 7,] € AR(G) :

||@n([$07$1’ >$n])||1 = ||V$07901 O ®n—1 © 8([1’0,1‘1, "'7$N])H1

S C7<5, 014((5, R,n — 1),R+ 5-'- 015(5, R,n — 1),n — 1) X
H@nflOa([x()?xl?"'uxn})’ll

< 07(5,014(5,R,n— 1),R+5+ C15((5, R,n - 1),n — 1) X (n+ ].) X
Cm((s, R,TL— 1)

Les trois propriétés sont ainsi démontrées par récurrence.
5éme étape : Soient § € A, (G) et Ry, Ry > 0. Soit :

Y3(Ri, Ry) = {f € An1(G), diam (') < Ry, Supp(B') C B(Supp(B), Ra)}
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Intéressons-nous au cardinal de Ys(Ry, Ra).

Supposons que § = [by, ..., b,] et que ' = [bg, ...,b;,l} € Ys(R1, Ra).

by € B(Supp(5), Ry) donc il existe i € {0, ...,n} tel que d(b;, b)) < Rs.

b; étant fixé, il existe au plus (14 | S |)f2 choix pour b).

Par ailleurs, il existe (n + 1) choix possible pour b;, d’out (n+1) - (1+ | S |)#
choix possibles pour by,

Pour bf, fixé, nous savons que pour i € {1,...,n — 1}, d(bf, ;) < Ry. Il existe
donc au plus (1+ | S |)® choix possibles pour chaque b;.

Pour résumer, il existe au plus

[ Ya(Ri, Re) |< (n+1) - (1+ | S (14 | S 7D = Cug(| S |,m, Ry, Ry)

6éme étape : Majoration des coefficients de matrice de ©, o s, o i,
Nous allons montrer que pour tous simplexes a € AZ (G) et 8 € AR(G)

1. < ©,0s8;0i0,-1(a),8 >= 0 sauf éventuellement lorsque Supp(S) C
B(geod(Supp(a) U {z}), C15(0, R,n — 1)

2. |<O,0s8, 00, 1(a),B>|<Cyu(d| S|, R,n)
Nous avons prouvé dans la 4éme étape que

Supp(0,, 0 s, 0i,_1()) C B(geod(Supp(a) U{x}),Ci5(6, R, n))

d’ol le premier point.
Nous allons maintenant démontrer la majoration par récurrence sur n.

Si n = 1 alors, comme montré dans la 4éme étape : ©1 o s, o ig([xg]) =
q1 ([, zo]).
D’ou :

|< ©1 08, 01p(), B >=|< q1([x, z0]), 5 >

D’apres [5.14] il existe une constante Co(d) telle que |< ¢i([z, z]), 8 ><
Co(9). 11 suffit donc de poser Coy(6,| S |, R,0) = Cy(9).

Supposons l'inégalité vérifiée au rang n — 1 et montrons qu’elle est alors
vraie au rang n.
Soient deux simplexes a = [z, ..., 7, € AL (G) et B € AR(G).

0,05, 00,_1([T0, s Tn]) = On([z, Tos .., Tn]) = Vizy (On—109([x, X0, ..., 1))
Or ©,_ 0 d([z, 70, ..., z,]) € CE (G, Q) donc s’écrit :

On_100([x,x0, oy zp)) = D, < Op_1009([x, 0.0y T0]), 7 >

'YeAnfl
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11 vient :
O, 085 00n_1([T0, oy Tn]) = Voo ( D < Op_100([z, 20, .0, Tn))sy > )
YEAL_1
Yo < Ou100([x, X0, s Tn)y Y > Vi (7)

’YeAval

Et :

|< @nOSinn_l(Oé),ﬁ >|
= > <On100([7, 70, Ta))s Y >< Vago(7), B >

'YEAn—l
< Z |< @n—loaqxvxm'”?xn])?’y>‘ : |< Vw,zo(7)75>|
WeAnfl
Or, d’apres I’étape précédente :
1. ©,_1 0 ([z, 20, ..., 7)) € CT4F" (G Q) done

n

|< ©,,_1 00([x, 20, ..., ,]),y >= 0 sauf éventuellement si
diam(y) < C14(6, R,n — 1)

2. Supp(©,—100([z, xg, ..., T,])) C B(geod {x,xo} , R+6+C15(d, R,n—1))
donc
|< ©,,-100([x, x0, ..., ,)),y >= 0 sauf éventuellement si

Supp(y) C B(geod{z, o}, R+ 0+ Ci5(5, R,n — 1))
et d’apres[5.13]:
L. Veao(y) € 0514(5’R’"71)+4(R+5+015(J’R’nfl))H%(G, Q) car Supp(vy) C B(geod {x,zo} , R+
d+ Ci5(0, Ryn — 1)) et diam(y) < C14(9, R,n — 1). Donc
< Uz 2o (7), B >=0si diam(5) > Ci7(6, R, n)
avec :
Ci7(6,R,n) = Cy(6, Rym — 1) + 4(R+ 6 + Cy5(0, R,n — 1)) + 126

2. Supp(Vauzo (7)) C B(Supp(7y),2C14(, R,n—1)+6(R+35+C15(5, R,n—
1)) + 160) pour les mémes raisons. Donc < v, . (7),8 >= 0 sauf
éventuellement lorsque Supp(S) C B(Supp(y), C1s(d, R,n)) avec :

018(57 R, n)) = 2014(6, R, n — 1) + 6(R + 0 + 015((5, R, n — 1)) + 165

Par conséquent :

Yo < Opoy 00T, Toy ey Tnl)y Y > ¢ |< Vi (1), 8 >| s’annule sauf
’7€An71

éventuellement lorsque Supp(5) C B(Supp(y),Cis(d, R,n)) et diam(vy) <

Modules de Fredholm finiment sommables sur les groupes hyperboliques 91



Cia(8, Ry —1).

Montrons qu’alors Supp(y) C B(Supp(B), Cis + C1a).

Soit v; € Supp(y) et soit b; € Supp(B) tels que d(;, b;) = d(v;, Supp(5)).

b; € Supp(B) C B(Supp(v),Cis) donc il existe v, € Supp(y) tel que d(yg, b;) <
Cis.

Ainsi : d(v;, bj) = d(vi, Supp(B)) < d(7vi, ) + d(, bj) < Cra + Chs.

On en déduit que les termes sont non nuls lorsque v € Y3 = Y3(Ch4, Cho))
avec

019(5, R, TL) = 3014(5, R, TZ) + 6(R + ) + 015(5, R, n — 1) + 160

Yo < Opoy 00z, Toy ey Tal)s Y > ¢ |< Vi (1), 8 >| s’annule sauf
’7€An71

éventuellement lorsque Supp(5) C B(Supp(y),Cis(d, R,n)) et diam(vy) <
014((5, R, n — 1)

Le nombre de termes dans la somme

Z |< 6nfl o a([-’ﬂ,xo, 7xn]>77 >‘ : ’< VI,IO(V)?ﬂ >‘

'YeAn—l

est donc majoré par le cardinal de Y3(Ch4, Chy)), ¢’est-a-dire par
0191(67 | S |7 R) n) = 017(71, ’ S |) 014(5a R7 n— 1)7 C'19(57 R7 TL)
Finalement :

|< ©, 058,00, 1(a),5 >|

< gj |< ©n_100([x, To, ooy 0)), Y > |< Vo (1), B >
’Ye n—1

S Cl91<57 ’ S |7R7 n)gé%/x ’< @nfl o a([l’,ﬁo, 7xn])7’y >’ : |< Vx,xo(’}/),ﬁ >|
B
Or:
O,-100([x, g, ..., Tp))
= @nfl([x(]? ey :cn]) -+ E(—l)i@n,l([:c,xo, ey LTy ooy Ljr Ty oeny l’nD
=1

Donc |< 6,1 0 d([z, zo, ..., Tn]), ¥ >|< (n 4+ 1)Ci6(0, R,n — 1). Par ailleurs,
d’aprés la Proposition :

|< Vx,xo(’}/)aﬁ >’§ 07(57 C'14(57 R7 n)a CY15(57 R7 n) + R+ 57 77/)
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Pour conclure :
|<©p 08,00, 1(a), 5 >|< Cy(d,| S|, R,n)

avec

020(57 | S |7R7n) = <n+ 1) ' CY191<57 | S ‘7R7 n)CIG((Su R,TL - 1)
'O7<57 014(57 R7 ’fl), Cl5<57 R7 n) + R+ 57 TL)

Téme étape : Montrons qu’il existe des constantes Cog(0, | S |, R, d(x,2"),n)

et 0 < \(5,] S |) < 1 telles que pour tous simplexes a € A (G) et
B e ARG) :

|< O, 0 (55 — Sur) 0 in_1(), B >|< Cag - )\i(w,smﬂp(ﬁ))

Montrons cette inégalité par récurrence sur n € N.
Pour n =1 : soit a = [zo] € A(G) et 8 = [u,v] € AX(G). Alors :

|< ©1 0 (85 — 827) 0 Gp([@o]), [, v] >| =|< q1 0 (55 — Sar) 0 G0([0]), [u, V] >|

=< q1([z, o)) — 1 ([z, z0)), [, v] >| car ¢ est linéaire

:|< ql([fL’,ZL‘o]), [U7U] > —< ql([mlaxﬂ])’ [U,U] >|

Or, d’aprés le Théoréme s Supp(q1([z, z0])) C B(geod({xo, x}), 189)

Donc < ¢ ([z, x0)), [u, v] > sauf éventuellement lorsque [u, v] € B(geod({zo,z}), 180)
et |< ©1 0 (sp — su) 0 dg([xg]), [u,v] >|= 0 sauf éventuellement lorsque
{u,v} C B(geod({xg,z}),18) U B(geod({xo, z'}), 186)

Par hyperbolicité, on montre que si d(z, {u,v}) > d(z,2") + 196 alors :

B(geod({xg,x'}),180) C B(geod({xo,x}),199)

Dans toute la suite, nous supposerons que d(z, supp(8)) > d(x,z’) + 190.
Ainsi, lorsque d(x, Supp(8)) > d(x,z’') + 190 alors |< O o (s, — Su) ©
io([wo]), [u, v] >|= 0 sauf éventuellement lorsque
{u,v} C B(geod({zo,x}),199)
D’apreés la Proposition [5.14] il existe des constantes C; (4, | S'|) et 0 < A(4, |
S |) <1 telles que :
< al(wo, 7)) — (w0, '), [u,v] >|< Crd(w, a). 27"

Remarquons que l'inégalité reste vraie si 'on suppose % < A1 < 1. Nous le
supposerons par la suite (et alors 1 < A\[' < 2.
On démontre par simple inégalité triangulaire que :

d(z,u) —d(z,2") < (x| 2),
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D’ou :

< ©10 (82— sa) 0 20([0]), [, 0] >[=|< q([z0, 2]) = q([zo, 2']), [u, v] >|

< Crd(z, a’) Ay N

< Cpod(x, o). Ay 1) ydo )

< Crd(w, o). 20w\ E) — 0o (5] S |, R, d(x, ), 1) - XS
Supposons maintenant l'inégalité vérifiée au rang n—1 et montrons qu’elle

est vraie au rang n.
Posons a = [zg, ..., z,_1] € AR (G)

O, 0 (8z — 8pr) 0 lp_1(a) = On([z, 20, ..., Tp1]) — On([2, z0, ..y Tp_1])
= Vg © @n—l o (9([x, Loy ey xn—l]) — Vgl z9 © @n—l o 6([33/71707 "'wrn—l])

a([[[‘, Loy -+ xn—l]) - [l’o, ) xn—l] - Z (_1)Z [*Ia Ly ooy Liyeney :L‘n—l]
=0
n—1 )
= [x07 -,xn—l] - Z (—1)1% © in—2(3i04)
=0
d’ou :
O, 0 (Sz — Sur) 0 1p_1()
n—1
- (Vaz,:co - Va:’,seo) o @n—l(a) - Z (—1)i(Vz,a:0 o @n—l O 85,0 in—2(ai04) — Vgl 29 ©
=0
@nfl O Sy © Z‘n72(aia))
n—1

= (V:v,zo - V:r’,:pg) o @nfl(a) - Z (_1)i<yz,xo - Va:’,xg) o ®n71 05,0 ian(aia) -

=0
n—1
> (1) W0 © Oy 0 (55 — S0v) 0 in—2(0))
=0

a) Majoration de |< (Vg 4y — Varz) © On_1 0 Sy 0 G2 (0ix), B >

Nous savons que

®n71 O 8y 0 Z.nf2(8ia> = Z < @nfl 08,0 Z.an(aia)a Y>>
’YEA',L71
D’ou :

< (Vz,:co - Vx’,xo) o @n—l O Sz 0 in—Z(aiO‘)a 5 >

= Z < @n—l O Sz 0 Z.n—2<aia)77 >< (V:L‘,xo - VI’,IQ)(W)?B >
'YEAn—l
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D’aprés la 4éme étape, < ©,,_105, 01, _2(0;a), v >= 0 sauf éventuellement
lorsque :

1. diam(vy) < C14(6, R, n)
2. et Supp(y) C B(geod(Supp(a) U {z}), C15(6, R, n))
D’aprés le Lemme :

B(geod(Supp(a) U{zx}),Ci5) C B(geod({z,z0}),Ci5s + R+ 0)

Donc d’aprés la Proposition m < (Vo (77), B8 >= 0 sauf éventuellement
lorsque

Supp(B) C B(Supp(y),2C14 + 6(C15 + R+ 9) + 169)
De méme d’aprés le Lemme [5.26] :
B(geod(Supp(a) U {zx}),Ci5) C B(geod({z', xo}), C15 + R+ d(z,z") + 20)

Donc : < (Vy 4,(7), B >= 0 sauf éventuellement lorsque

Supp(5) C B(Supp(7),2C14 + 6(Cis + R+ d(x, ") + 20) + 160)

Il vient :
< (Voo = Varao)(7), 8 >=0

sauf éventuellement lorsque

Supp(B) C B(Supp(7),2C14 4+ 6(Ci5 + R+ d(z,2") + 20) + 166)
ou, d’aprés le Lemme [5.27] lorsque :

Supp(y) C B(Supp(f), Can)
avec Co1 (6, R, n,d(z,2")) = 3C14+ 6(C15 + R+ d(z,2") + 26) + 160.

Posons Yﬁ’ = Y3(Ch4, Cs1). D’aprés la beme étape :
| Yé |§ 022((5,| S |,R,n)
avec Co(d,] S |, R,n) = Ci7(| S |,n,C14(0, R, n), Co1 (5, R, n,d(z,2"))).

Finalement :
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’< (Vx,zo - Vac’,zo) o @nfl O 8y 0 in72(aia)7 ﬁ >|
< 2 < On105;00,2(0i0), 7 >+ [< (Voo — Varao) (7), B >
'yGYé

< Y Ol |< (Vawy — Varao)(7), B >| d’apres I'étape 6.
VEYA

S C'20 Z '011(57 ’ S |) 0147 015 + 5 + R7 , N — 17 d(l‘7 x/)))\g(Z'?xO)_d(S“pp(’Y)?mO)

!
'yEYB

Or, d’apres 5.28]: d(x, xo) — d(Supp(7), zo) > d(z, Supp(y)) —2(Ci5 + R+
J).
Par ailleurs, soit v; € Supp(y) tel que d(x,v;) = d(x, Supp(~y)). Alors 7; €

B(Supp(B), Car) et il existe 3; € Supp(B) tel que d(v;, B;) < Co.
Il vient :

d(z, Supp(B)) < d(z, B;) < d(z, i) + d(vi, Bi) < d(z, Supp(7)) + Con
Ainsi ;
d(z, zo) — d(Supp(7), o) = d(z, Supp(B)) — Cos
Avec Cag(8, R, n, d(x,2)) = Co1 (6, Ry, d(z, ') +2(Cus(6, Ry — 1) + R+ 6)

Pour conclure :

|< (Vawo = Varao) © Ono1 0 8¢ 0 in_2(0sx), B >|
<Cy > Cu(d|S],C4,Ci5+6+ R, ,n—1, d(a:,x’)))\g(z’sul’p(ﬁ))‘@?’

!
'yEYB

< Cop - C1a(6,] S |, Chay Cis + 6 + Ryn — Ld(a, 2/))A\5 02 3 Mg surrld)

WGYé
< Cos(0,] S |, Rym, d(z, I’))/\g(ﬂfﬁupp(ﬁ))

avec : Cos(0,| S|, R,n,d(z,2")) =

020(5, | S |, R7 n) . 011(6, | S |, 014, 015 +0+ R, n — 1, d(l‘, l’/)) . 2023 : 022<(5, |
S|,R,n)

car on peut supposer que 3 < A3 < 1.

b) Avec les mémes arguments, on obtient le méme type de ma-
joration pour (V;., — Vi z,) © On_1(a).

c) Majoration de |< v, ;, 00,10 (S; — 847) 0 1y_2(0sx)), 5 >|
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< Vgl g0 © C"‘)n,1 o (Sz — Sz’) O in,z((?ioz)), 5 >

- Z < @n—l o (Sm - Sz’) o in—2<aia))77 > < Vx’,:m(’YLﬁ >
’yEAnfl(G)

Or < ©,,10(8; — Spr) 04p_2(0x)),v >= 0 sauf éventuellement lorsque :
1. diam(y) < C((d, R, n)

2. et Supp(v) C B(geod(Supp(a) U{z}), C15) C B(geod({wo,z'}), C15 +
R+9)

Lorsque ces deux conditions sont vérifices alors < vy .,(7),5 >= 0 sauf
éventuellement lorsque v € Yé tel que défini dans a).
Il vient :

’< Vgt @o © @n—l o (S;B - 317’) o in—2<aia))7 6 >|

S Z |< @n—l o (SJ: - Sac’) Oin—Q(aia))fy >| : |< Vx’,xo(/Y)vB >|
'eré

S C'26 : Z |< @nfl o (Sz - 5:}0’) o in72<aia))77 >|
Yl

B

avec Cas(0, R,n) = C7(6,C14(0, R,n),,C15 + R+ 6,n — 1) d’aprés le point 5
de la Proposition

Or, d’aprés 'hypothése de récurrence :
< ©p_10(8y—54)0in_a(iv)), ¥ >|< Cs0(5,| S |, R, d(z, 2'), n—1)\U=Swpr))
D’ou :
’< Vgt 2o © @n—l o (Sm - Sm’) o in—2<aia))7 6 >|
< Oy - Cg - Cyg - )\Z(%SUPP(V)) < Cig - O - Clyo - )\ZR—Cm . )\Z(%Supp(ﬁ))

< Oy Csp - Coy - 9—R—Ca | /\Z(%Sum)(ﬁ))
< Cog(0,| S|, R,d(x,2"),n) - /\Z(%Sum’(ﬁ))

Car, par inégalité triangulaire, on montre que :

d(z, Supp(v)) = d(z, Supp(B)) — R — Cx

Et en posant :

028(5a | S |7 R7 d(l’, ZL'/), TL)
026(5a R7 d(l’, )

'), | cd(z,2'),n —1) - Cy(6,] S|
, R, d(:L“, .CE/), n) . 9—R—=C21(6,R,d(z,x
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8éme étape : Démontrons les deux inégalités recherchées. Tout d’abord,
rappelons que :

hf:ﬂason*O@*Osxoi*_’_ﬂ-aso’r]*oh(@*oi*ai*)

Avec, comme dans le Lemme m pour tout simplexe [z, ..., 7,] € Al :

n

(O, 0y, i) ([0, oy Tn)) = D (1) [Os(T0y vy T5), Ty vy T

=0

Par composition, si : 7, 0 O, 0 s, 0i.([g, ..., T,]) € CE (G, Q) et n, 0 h(O, 0
ixyx) ([0, ..o, ) € CRL (G, Q).

Soit i # 0 alors x; s’obtient en multipliant zy par au plus R éléments de
S. D’ou :
| AZ(G) |< Co(| S |, R) avee Co(| S |, R) =| S |7
Ainsi, sin > Cy(| S |, R) alors il existe nécessairement deux entiers i et j tels
que ¢ # j et x; = x;. Ce sera le cas pour tous les simplexes intervenant dans la
décomposition de 7,00, 05,06, ([T, ..., ,]) et de n.0h(O, 01y, i) ([0, ..., Tn))

dans Cf (G,Q). Or l'image par 7,5 d’'un simplexe ayant deux sommets
identiques est nulle. Il vient :

he =0 sur CE(G, Q) sin > Coy(] S|, R)

Par conséquent, nous n’étudierons h¥ que pour n < Ca(| S |, R).

< hp(a),B >=
< Tgs O Tn © ®n O Sg Oin—l(OC)yﬁ > + < T oMy o h(@n © in—lain—l)(a)aﬁ >

a) Cherchons Csy(0,| S |, R) tel que < h¥(a), 8 >= 0 sauf éventuel-
lement lorsque Supp(5) C B(geod(Supp(a) U {x}),Cs)

< M5 01p © Oy 05, 0 in—l(OC)’B >
>

- Z <@nOSinn_1(Oz), ! ' <7Tasonn(ﬁ/)aﬁ>
B’EYg

D’aprés I’étape 5, nous savons que < O, 0 s, 04, _1(«),F >= 0 sauf éven-
tuellement lorsque Supp(p’') C B(geod(Supp(a) U {z}), Ci5(6, R, n)).
Par ailleurs 5 € Y3 donc :

dzam(ﬁl) < 014<57 R, n) et Supp(ﬂl) - B(Supp(ﬁ)a 019(5? R, n))
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Ainsi, < b («), f >= 0 sauf éventuellement lorsque

Supp(B) C B(geod(Supp(a) U{z}), Cs0(6,| S |, R))

avec

03()(5, | S |7 R) = n<CI'£)E(l|}§\ R)Cm(é, R, n) + 019((5, R, TL)

(rappelons que Chg > C4 par construction).

Intéressons nous maintenant &

< Tgs © Tn © h(@n o Z‘nfla infl)(a)a B >

n

=< Tas 0 N (O (= 1) [O4(T0, vy Ti)s Ty ooy T]), B>

=0

n

= Z(_l)i < Tas © N ([Oi(o, ..oy ), iy ooy 0]), B>

1=0

Or, d’aprés l'étape 4, O;(zo,...,x;) € Cicl“((s’R’i) avec C14 > R donc

[@i(l'o, PN l‘i), Ly eeny In] S CSM(&’RWL).

Donc, d’aprés le Lemme [5.22] :

SuPp(nn([@i(xm ---,%’)73% 7$Tl])
C B(Supp(a), Cr4(0, R, n)) C B(geod(Supp(a) U{z}), C30(d,] S |, R))

Par ailleurs, le support est conservé par m,s. Dot
< Tas © M ([Oi(T0y vy 1), iy oy 0]), B >=0
sauf éventuellement lorsque :
Supp(B) C B(geod(Supp(a) U{z}), Cso(0,| 5 ], 7))
b) Majoration de |< hZ(a),3 >| si a € AR [(G) et 3 € AR(G)

D’une part :

’< Tas OT]nO@nOSx Oin—l(a)aﬁ >|
< X [€Oyo0s, 00, 0(a), B >] - [< s 0ma(B), B>

,B/GYB
< Cy(0,] ST,R,n) > |< masonu(B), 8 >| d’apres la 5éme étape
B'eYs
< Cn(6,[ S|, R,n) > |Tas 0 na(B)]]
5/€Y5
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S 021(57| S |7R’ n) Z nn(ﬁl)

gley
< C91(6,1 S|, R,n) - Ci3(R, C14(6, R,n),n)- | Y3 | d’apres le Lemme [5.22]
< C310(0,] S |, R, n)

avec 0310((5,‘ S |,R, n) = 021(5,| S ‘,R, n) . Clg(R, 014((5, R, n),n) . 02()(5,’
S|,R,n)

D’autre part :

avec Y = {3 € Y, n,(B)non dégénéré}

’< Tas © Tp © h(®n o Z‘nflainfl)<04>7ﬁ >’
< X I<Ah(Onoin,in1)(a), B >| - [< Tas 0ma(8), B >|

ﬁ/EY/B

< >0 On 0tn 1, in1) ()] [< Tas 0 m(B), B >|

,BIGYB

Or ¢ 1, 01 1)@ < (0.0 i)l - linesll < 3 Cralo. R )
J= Jj=
Donc :

|< Tas © Tp © h(@n o in—lain—l)(a)vﬁ >|
_0016(57 Ra]) ' Z ’< Tas Onn(ﬁl)aﬁ >‘

B/EYy

J
S Z CY16(57 Ra]) : Ol?»(Ra C’14(& R> n)?”) : 020(57 | S |7 Rv n)
j=0

S C(311(57 | S |7R7 n)
Finalement :

< (), >
S 031()(57 ’ S |7R7 n) + C311(57 | S |7R7 n) = 0312(57 | S |7R7 n)
S 031(6, | S |7 R) e1n pOS&Ilt 031((5, | S |, R) = max 0312(5, | S |, R, n)
n<Ca9(|S|,R)
c) Majoration de |< (h% — h¥)(a), 8 >|
Remarquons tout d’abord que :

(hi - hf)(a) =Tas0Mo0Bo0 (3:13 - Sx/) o infl(a)
Donc :
|< (b — e )(@), B >]

S Z |< ®n o (Sx - Sx’) Oin—l(a)7ﬁl >| : |< Tas onn(ﬁl)aﬁ >|
,BIGYB
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S 028(57 | S |7 Ra d(ﬂj, x/>7 n) ' )\Z(%SUPP(,B)) Z |< Tas © nn(ﬁl), 5 >| d’aprés la
BIEYB
6éme étape
d(z,Su
< Cos(0,] S |, Ryd(w, 2),m) - AP ST | 0 ()]

,BIEY5

< Co(d,| S|, R,d(z,x"),n) - )\Z(%Suzup(ﬁ)) )

/
grevy

M (B')

avec

Y3 = {B € Y3,m.(B) non dégénéré}

< Cys(8,] S |, R, d(z,2'),n) - {5 PPE) C1o(R, Ca(6, Ryn),n)- | Vs |
d’apres le Lemme [5.22]

S 0320(5, | S |,R, n)

avec :
0320(5,| S |7R7 d@@’)m) =
Cos(6,| S |, R, d(z, '), n) A5 PPE). (R, Chy(8, Ron), n)-Cao(8,] S |, R, n)

Finalement :

< (= hi)(0), B >| < Ciol6,| S |, R, d(w, ) Ay

En posant Cs3(6,| S|, R) = n<cr?9%}§| R)ngo(é, | S|, R,n)0

6 Construction du module de Fredholm

Notre objectif est de construire un module de Fredholm finiment som-
mable sur le groupe hyperbolique G. Nous montrerons dans le chapitre sui-
vant que ce dernier représentera I’élément v € K K%(C, C) de Kasparov.

Nous allons suivre essentiellement la construction de V. Lafforgue |[Laf].
L’espace de Hilbert de notre module sera un espace de fonctions "carrés-
intégrables" sur le complexe de Rips. La représentation de I" correspond & son
action naturelle sur le complexe de Rips. L’opérateur elliptique en question
sera de la forme :

F,=0+h,

ou :
— 0 est le différentiel du complexe de chaine de Rips
— h, est une homotopie contractante bien choisie du complexe de chaine

de Rips.
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Soit h* I'homotopie de chaine contractante du complexe de Rips construite
précédemment. Une difficulté est que cette derniére ne se prolonge pas en un
opérateur linéaire borné sur .Z ((?(AF(G)). Afin de remédier a cela, il faudra
conjuguer h, avec 'opérateur non borné e' pour ¢ >> 0, ot d,, désigne une
fonction "distance a l'origine" sur le complexe de Rips. Cette conjugaison en-
trainera une décroissante exponentielle des coefficients de matrice en terme
de distance a la diagonale.

Cependant, étant donné que la métrique de mots ne prend que des valeurs
discrétes, les opérateurs e'd=h¥e~'= ne peuvent pas étre équivariants a com-
pacts preés.

C’est pourquoi, il faudra également remplacer la métrique des mots par une
nouvelle métrique quasi-isométrique et continue : la distance d construite par
Mineyev et Yu.

Enfin, I’homotopie contractante doit étre de carré nul, cela conduira au choix
pour 'homotopie :

h, = h* o0 o h*
et au choix pour l'opérateur "elliptique" :
Fey = e“ZZ(ﬁ +h¥odo h“/’)e_td;

A travers une étude des coefficients de matrice, nous montrons dans ce cha-
pitre que le bimodule de Kasparov ainsi obtenu est en fait finiment sommable.
Dans la derniére section, nous vérifierons que ce bimodule représente un élé-
ment v dans la K — théorie bivariante équivariante de I'.

6.1 Une nouvelle distance sur les groupes hyperboliques

I. Mineyev et G. Yu ont construit une nouvelle distance d sur les groupes
hyperboliques avec des propriétés bien particulieres (Cf. [MiYul). Elle est
notamment :

~ -~

1. G— invariante : d(g.z, g.y) = d(z,y).
2. quasi-isométrique a la métrique des mots.

3. il s’agit d’une métrique "continue" en ce sens ou la différence des dis-
tances de deux points & un troisiéme point éloigné devient une fonction
continue en ce troisiéme point. C’est ce qu’exprime le deuxiéme point

de [6.8] lorsque d(z,y) devient grande.
Dans ce qui suivra, nous désignerons par p [a,b] une géodésique, choisie de
fagon équivariante, de a & b dans I' entre deux sommets a et b (si ' désigne
le graphe de Cayley du groupe G).
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Dans ce qui suit, sont décrites les principales étapes de la construction de
cette distance.

Définition 6.1. Pour toute paire de sommets a,b € G, on définit r(a,b) €
Qt par :
1. r(a,a)
2. r(a,b) =1 lorsque 0 < d(a,b) < 10§
3. r(a,b) = r(a, f(b,a)) + 1 si d(a,b) > 100 ot r(a, f(b,a)) est défini
par linéarité sur la seconde variable et f(b,a) a été défini dans la

Définition[5.5.

Par linéarité, on définit r(a,b) lorsque b est une 0-chaine.

0
1

Remarque 6.2. La proposition 2 de [MiYu[ p 101 prouve la validité de cette
définition.

Remarque 6.3. r(a,b) compte le nombre d’itérations nécessaires dans la
définition de f(a,b) (Cf. pour que les sommets obtenus se trouvent a
une distance inférieure a 106 de origine a. Rappelons qu’a chaque itération,
nous obtenions des sommets plus proche d’environ 100 de a que ne [’était le
sommet précédent.

Proposition 6.4. Pour un groupe hyperbolique G la fonction
r:GxG—Q7f

vérifie les propriétés suivantes :
1. r est G—équivariante

2. r est Lipschitz-équivalente a la métrique des mots :
sesd(a,b) < r(a,b) < d(a,b) pour tout (a,b) € G x G

3. il existe des constantes C 0 et p € [0;1] telles que pour tout
(a,a’,b,b) € G* avec d(a,a’) <1 et d(b,V) <1 :

| r(a,b) —r(a’,b) —r(a,b) +r(d, V) |< Cpuda?d
Preuve :Cf. [MiYu| Théoréme 6 p. 105.

>
<

Proposition 6.5. I] existe une constante Cy > 0 telle que pour tout (a,b) €
G? et pour tout x sur une géodésique ~y entre a et b dans le graphe de Cayley :

| (a,b) —r(a,z) —r(z,b) |< Cy

Proposition 6.6. Soit s : G x G — Q" définie par :
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s(a,b) = 3 [r(a,b) + (b, a)]
alors il existe une constante Cy telle que pour tout (a,b,c) € G? :
s(a,b) < s(a,c) + s(c,b) + Cy
Preuve : Cf. [MiYu] Proposition 11 p. 116.
Proposition 6.7. Définissons d:GxG— Q" par :

dla, b) = s(a,b) +Cy sia#b
“2 =90 sinon.

Alorsd définit une distance équivariante sur GG. De plus, il existe des constantes
C >0 etpe|0;1] telles que :
VR > 0,Y(a,d’,b,b') € G* tels que d(a,a’) < R et d(b,V)) < R, on a :

| d(a,b) — A, b) — d(a,¥) + d(d', 1) |< R2Cpia 2R
Preuve :Cf. [MiYu| Propositions 12 et 13 p. 116

Théoréme 6.8. Soit (G, S) un groupe §— hyperbolique muni de la métrique
des mots d = dg. Alors la métrique d définie ci-dessus vérifie :

1. elle est quasi-isométrique a d :

-~

s=d(z,y) < d(z,y) < d(z,y) + Cy pour tout (z,y) € G

206
ot Cy = Cy(6,] S |)
2. sup dley) —d(@y) —dley) +dy) 1< G

d(z,2")=d(y,y")=1

O’LLCQ:CQ(&’SD>O6tA2:A2(5,|SD<1

3. il existe une constante Cs = C3(,] S |) > 0 telle que pour tous
z,y € G et tout z € geod({z,y}) :

~ ~ -~

’ d(%,Z) + d(Z,y) - d(l’,y) ’S CS

Preuve : Les deux premiéres assertions proviennent de [6.4 La der-
niére est une conséquence directe de [6.5 Le parcours attentif des diffé-
rentes constructions des constantes dans les preuves de [MiYu| montre que
les constantes construites ne dépendent que de d et du cardinal de S.

Dans la suite, nous allons utiliser la distance définie ci-dessus afin de
construire un module de Fredholm qui présentera des propriétés intéressantes
(en vue de représenter 1’élément gamma).
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6.2 Estimation des coefficients de matrice

Définition 6.9. Soit (G,S) un groupe 6—hyperbolique. Soient :
1. d la distance de Mineyev-Yu introduite dans la Propositz'on
2. x € G un point de base auxiliaire

3. h* l’homotopie de chaine contractante construite dans le Théoreme

4. teR
On définit les opérateurs linéaires suivants :

1. et= . CR(G,C) = CR(G,C)

a — etd(@Supp(a))

2. F,,: CR(G,C) — CE,(G,C)

a— et‘i“(ﬁ +h*odo hr)e_t‘ix(a)
Lemme 6.10. Soient deuz simplezes a, B € AR et C > 0. Si

Supp(B8') C B(geod(Supp(a) U{z}),C)

alors :
d(x, Supp(B")) < d(x, Supp(a)) + C + R+ ¢

Preuve : Soient a = [xg,...,x,] et si f' = [B,...,5,]. Soient i,j €
{0, ...,n} tels que d(z, Supp(a)) = d(x, ;) et d(x, Supp(B)) = d(x, 3).
B; € Supp(B') C B(geod(Supp(a)u{z}), C) doncil existe z; € geod(Supp(a)U
{x}) tel que d(B},2;) < C.

ler cas :il existe k, [ € {0, ...,n} tels que z; € [z}, 2] pour une géodésique
reliant x; et z;.

d(z, Supp(B)) = d(z, 3) < d(f}, ;) + d(z;, x)
< C+d(zj,z;) + d(z;, x)
< C+ (R+9)+d(z, Supp(a)) par hyperbolicité

2éme cas : il existe k € {0,...,n} tels que z; € [z, x;] pour une géo-
désique reliant x et x;. Par hyperbolicité dans le triangle formé par x, z; et
Z; .
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1. soit z; est & une distance de [z;, x)] inférieure & § et il existe w; €
[z, xp] tel que d(zj,w;) < 6. On a alors :

d(z, Supp(B)) = d(z, 3})

< d(B5, zj) + d(zj, w;) + d(wy, x;) + d(z;, x)
< C + 0+ d(zy, z;) + d(z, Supp(a))
<C+d+ R+ d(x, Supp(w))

2. soit z; est a une distance de [z, z;] inférieure a J et il existe u; € [z, 7]
tel que d(z;j,u;) < 4. On a alors :

d(x, Supp(B)) = d(z, 3))

< d(B}, z;) + d(z5,u;) + d(uy, x)

<C+6+d(x,x;) car u; € [z,

< C+6+d(x,Supp(a)) < C+ 6+ R+ d(z, Supp(a))d

Lemme 6.11. Soient deux simplezes o € AR(G) et B € AR (G) tels que
Supp(B) C B(geod(Supp(a)U{z}),C) avec C > 0. Désignons deux sommets
u € Supp(ar) et v € Supp(B). Alors :

d(v,geod({z,u})) <C+0+ R

FIGURE 19

Preuve : Supposons que a = [xy, ..., x,] et soit [ € geod({zq, ..., p,x})
tel que d(v,l) < C.
Soit k € {0, ...,n} tel que u = xy.
Désignons par [z, z)| une géodésique de = a xy.
ler cas :sil € [x;, ;] avec k ¢ {i,j}.
d(v, [z, x]) < d(v,zi) < d(v,l)+d(l, z5) On s’intéresse au triangle formé par
x;, xj et xp. Alors :

1. soit [ est a distance inférieure a 0 de [z, x| et :

d(v, [z, zi]) < d(v,z) < d(v, 1) +d(l,a) +d(a,zy <C+0+ R
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sia € [z, xy] tel que d(l, [, zx]) = d(l,a) <9
2. soit [ est a distance inférieure a § de [z;, 2] et :
d(v, [z, x]) < d(v,x) < d(v, 1) +d(1,b) +d(b,zy,) < C+0+ R
sib € [x;,xy) tel que d(l, [z, xx]) = d(l,b) <6

2éme cas :sil € [z,x;] avec i # k
On s’intéresse au triangle formé par xz;, x; et x.

1. soit [ est a distance inférieure a § de [z, x| et :
d(v, [z, z]) < d(v,b) < d(v,l)+d(l,b) <C+9
sib e [x,xy] tel que d(I, [z, zx]) = d(l,b)
2. soit [ est a distance inférieure a § de [z;, 2] et :
d(v, [z, z1]) < d(v,zr) < d(v,1) +d(v,a) +d(a,zx) <C+d+ R
sia € [x;, xy) tel que d(l, [z, xx]) = d(l,a)
On a donc montré que dans tous les cas :

d(v, geod({z,u})) < C+d+ R+ 10

Proposition 6.12. Estimation des coefficients de matrice de l’opé-
rateur elliptique.

Il eziste des constantes Cs3(0,| S |, R) et Cy(0,| S |, R,n,t) telles que pour
tous simplezes o € AE(G) et € AL, (G) -

1. < Fyi(a), p >= 0 sauf éventuellement lorsque
Supp(B) C B(geod(Supp(a) U{zx}),Cs3(d,]| S |, R))
2. |< Fx,t(a),ﬁ >|§

—— (d(x,Supp(B) —d(z,Supp(a)))
Cyo - (| d(z, Supp(B)) — d(z, Supp(a)) | +1)e200

Preuve :

< Fyg(a), B> =< el (9 + h* 0 8 o h™)e ' (), § >
= e~ t@Supp(@) < etde( 4+ BT 0 9 o h*)(a), B >

Or (0+h*ocdoh®)(a)= >, < (0+h"0doh”)(a),y > donc:
VEAL1+1(G)

@+ htodoh®)a)= . < (+hTodoh)(a),y > e (y)
YEAR+1(G)

= > < (04 h*0doh®)(a),y > etcz(l‘,Supp(v))y
TEAR11(G)
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Et :

< (9 + b 0 Do h*)(a), B >

= ¥ <(@+hTodoh?)(a),y > d@Suwrt) <y B >
VE€EAL+1(G)

— ed@Suwp(B) < (9 4 h* 0 Do h)(a), f >
Finalement :

< Foy(), B > = elld@Supp(B)—d(e.Supp(@) < (9 + h* 0 9 o h*)(a), B >
lére étape : étude préliminaire de < F, (o), 8 >

On peut écrire Do h*(a) = >, < doh*(a),f > dou:

B eAR(G)
<hfodohi(a),f>= >  <dohi(a),f > -<hi(f), s>

B'eAH(@)
Or, d’aprés le Théoréme [5.29] nous savons que :

1. < hE(p'), B >= 0sauf éventuellement lorsque Supp(3) C B(geod(Supp(5')U
{$})a C(30)
2. < Oohl(a), ' >= 0 sauf éventuellement lorsque Supp(8’') C B(geod(Supp(a)U

{z}), C30)

Donc < h 0 0 o hi(a), S >= 0 sauf éventuellement lorsque

Supp(B) C B(geod(Supp(a) U {z}),2Cs0)

Par ailleurs, Supp(da) C Supp(a) done < d(«), 5 >= 0 sauf éventuelle-
ment lorsque Supp(B) C Supp(a) C B(geod(Supp(a) U {x}),2Cs).
Finalement, < F, ;(c), 8 >= 0 sauf éventuellement lorsque :

Supp(B) C B(geod(Supp(a) U{zx}),2C50 + R+ 9)

Inclusion que nous supposerons vérifiée par la suite.

2éme étape : D’aprés I'étape précédente, dans I'étude de la majora-
tion des coefficients de matrice < F,;(a), 8 >, il suffira de s’intéresser aux
simplexes 3/ € AL, | vérifiant

1. Supp(B) C B(geod(Supp(B')U{zx}),Cs + R+ ) et
2. Supp(8') C B(geod(Supp(a) U {z}), Cs0 + R +0)

D’aprés le Lemme [6.10], si ces deux inclusions sont vérifiées alors :
1. d(x, Supp(B)) < d(z, Supp(f’)) + Cs0 + R+ 0 et
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2. d(x, Supp(f')) < d(z, Supp(a)) + C30 + R+ 6
Il vient :
Ny = d(z, Supp(B)) — Cs4 < d(x, Supp(f')) < d(x, Supp(a)) + Csq = Ny
avec Csy(9,] S|, R) = C30(5,| S|, R) + R+ 6.

d désigne ici la métrique des mots, les différentes distances sont donc a
valeurs entiéres. d(x, Supp(5’)) ne peut donc prendre qu’au plus :

Ny — Ny + 1 =d(x, Supp(e)) — d(z, Supp(5)) + 2C34 + 1

valeurs possibles.

Notons Z, 3, 'ensemble des simplexes ' = [66, oy B +1} vérifiant les deux
inclusions.

Soit 3" € Z,p, il existe i € {0,...,n + 1} tel que

d(x, Supp(f')) = d(z, Bj) = n

Supposons cette distance fixée.
Soit y € Supp(a) tel que d(z, Supp(a)) = d(z,y) par exemple. D’apres le
Lemme 2.9 :

d(Bl, geod({x,y}) < C30+0+ R

car Supp(p’) C B(geod(Supp(a) U {x}), Cs). 1l existe donc une géodésique
donnée [z, y] de z & y et un point z € [z,y] tel que d(B],2) < Cs0+0 + R .
D’apreés la Proposition [2.10] si nous avions choisi n’importe quelle autre géo-
désique [x,y] de x & y et si nous avions noté 2’ € [z,y]" tel que d(3!,2') =
d(B!,[z,y]"), nous aurions :

(B}, [z,y]) < d(B],[z,9]) + 0 < C30+26 + R

Il vient pour toute géodésique [z, ] :
1. d(z,2) <d(x,8) +d(B,2) <n;+Cz+20+ R
2. d(z,5)) < d(z,7)+d(,p]) < donc
n; <d(z,2') +Cs+ 20+ R
On en déduit que :

n; —(Cs0+20+ R) <d(z,2") <n;+C3+ 20+ R
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Donc d(z, 2’) ne peut prendre qu’au plus 2(Cs0(0,| S |, R) + 20 + R) valeurs
possibles quelle que soit la géodésique [z, y] choisie.

Il existe un nombre possible de z ne dépendant que de §, de | S | et de R
pour une distance d(z, Supp(f')) = d(z, B;) = n; fixée (nombre inférieur ou
égal au volume de la boule B(z,2(Cs0(,| S |, R) + 26 + R)).

Puis pour 2z’ donné, il existe un nombre fini de /3] possibles car d(3}, z) <
C30 + 20 + R. Notons ce nombre Cs50(0,| S |, R).

On sait que card({g € G,d(z,g) = n;}) <
Or ' est de diamétre R donc il y a au plus | S | (n+DE choix pour les n+1
autres sommets ( car d(f3, 3;) < R avec i fixé). Soit au total, au plus :

035(5,| S |,R) = 0350(57| S |,R) | S |(n+1)R

simplexes a une distance n; de x pour une valeur donnée de d d(z, Supp(5'))
Au total, il existe donc au plus Cs4 (6, | S |, R) = Cs5(0, | S |, R)-(d(z, Supp(a))—
d(z, Supp(B)) + 2C54 + 1) simplexes dans Z,, 5.

3éme étape : Montrons que :

|< hfodoh(a),B >|
< Cs6(0,| S |, R,n)- | d(z, Supp(a)) — d(x, Supp(B)) + 1 |

D’aprés les deux premiéres étapes :

[<hpodohy(a), B> < >3 [<dohy(a),s >[-[<hy(B), 6>

B'€Za,B
Or, d’apres [5.29] :

< hi(B), B >|< Csi(6,] S|, R) et
n+1
’< aOhfL(a)aﬁ/ >|§ Z |< aiohﬁ(oz),ﬁ’ >| S (n—|—2)031(5,| S |’R)
=0
D’ou :

|< hiodohi(a),>] <| Zag | (n+2)C5(5,] S|, R)
< Css - (d(z, Supp(a)) — d(z, Supp(B)) + 2Cs4 4 1)(n + 2)C5,(5,| S |, R)
< Cs6(6,| S |, R,n)- | d(z, Supp(a)) — d(x, Supp(8)) + 1 |

en posant

Cs36(0,] S|, R,n) = 2(n+2)Cs5(d, S |, R,n)C5,(6, ] S |, R)C34(6,| S |, R)
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car :
(n + 2)031035 < 2(n + 2)031035034
et

2(n + 2)03?1035034
< 2(n +2)C% Cs5Cs4- | d(z, Supp()) — d(x, Supp(B)) + 2C34 + 1 |

4éme étape : Majoration de ci(yc, Supp(B)) — cZ(:U, Supp(a))
~ Soient u € Supp(a) et v € Supp(S) tels que d(z,u) = d(z, Supp(a)) et
d(x,v) = d(z, Supp(5)).

Or, d’apreés la lére étape, Supp(5) C B(geod(Supp(a)U{zx}),Cs3(d,| S |, R).
Donc :

v € Blgeod(Supp(a) U {z}), C3(9,] S |, R))
Majorons d(v, geod({z,u}) N G).

Etant donné que d est la métrique des mots, d’aprés le Lemme m :
d(v, geod({z,u}) NG) < C33(d,| S|,R) + 5+ R+1=0Cs(5,| S|, R)

Soit donc w € geod({z,u}) NG tel que : d(v,w) < Cs7(d,] S |, R)
On a:

~

d(x, Supp(B)) — d(x, Supp(«)) = d(x,v) — d(x, u)

< d(w,w) + d(w,v) — d(,u)

< d(z,w) — d(z,u) + d(w,v) + C1(d,| S |) d’aprés le Théoreme . par
quasi-isométrie de d et d

< —d(u,w) 4+ C5(0,| S|) 4 Cs7(8,] S |, R) + C1(6,] S |) d’apres le Théoréme
6.5]

< —d(u,w) + Cs5(3,| S |, R) si

Css(6,| S|, R) = C5(0,] S |) + Cs7(6,| S |, R) + C1(5,| S|)

—g0=d(u, w) + C3s(0,] S |, R) d’aprés (6.8 par quasi-isométrie de d et d
W + C3s(d,] S |, R) car w € geod({z,u})

dlev)+ d(;og”) dew) 4 C4e(6,] S |, R) par inégalité triangulaire

IA A I/\

Par ailleurs :
1. d(v,w) < Cs7(0,| S |, R)
2. d(z, Supp(a)) < d(z,u) car u € Supp(«)
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3. Soit v € Supp(B) tel que d(x,v") = d(x, Supp(p)), alors :
d(x,v) < d(z, ') + d(',v) < d(z, Supp(8)) + R car v,v/ € Supp(B)

d(x, Supp(B)) — d(z, Supp())
d(xvsupp(ﬁ))JrRJrCu(MS\ R)—d(z,Supp()) +038<5 ’ S| R)

<
< d(I75UPp(/3))206 (z, Supp(a) + C39(d,] S |, R) avec

Co(6,| S |, R) = BHrISLR) 4 06| S |, R)

5éme étape : Rappelons que
< Frala), 8 >| = eldeSm-desuwne)). | < (94 h* 00 o h7)(a), f >|
D’ou, d’aprés les étapes 3 et 4 :

’< Fm,t(a)aﬁ >|
S et(d(:c,Supp(ﬁ))QSg(w,Supp(a))+039

) Cse- | d(x, Supp(at)) — d(z, Supp(B)) +1|

N Su d(z,Supp(a
< Clyo - (| d(z, Supp(B) — d(z, Supp(c)) | +1)6205( (@ Supp(F)—d(zSupp(a))

avec 040(5, | S |, R, n, t) — 036(57 | S |7 R7 n)et039(5,|5|7R)D
Théoréme 6.13. Estimation des coefficients de matrice des commu-
tateurs clefs.

Il eziste des constantes Cyg(d,| S |, R, d(z,2"),n,t) et X\5(5,| S |) < 1 telles
que pour tous simplezes a € AF(G) et f € AR (G) et pour tout t >0 :

< (Fx,t - Fx’,t)(a)aﬁ >|<

Cig - A@5uPPB)) | o555 (d(w,Supp(8))—d(w,Supp(@))).
(I d(z, Supp(B)) — d(z, Supp(a)) | +1)?

Preuve :
lére étape : Transformons 'écriture.
Remarquons que F, g =0+ h*odoh* d'ou :

F.i= etds o (0+h*o0doh")o e~tds = etds o F,o0 et
Il vient :

Fyy— Fyy =€ 0 Fygoetd — eldr o | 0 gt
— etdzl le) Fx’,O o e—tdz/ _ etdz o Fx/70 o e—tdz + etclﬂc o (Fx/70 . Fx70) o e—tdz
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2éme étape : |< (e!% o Fgoe ' — el o Fygoe ) (a), B >|
De la méme maniére qu’au début de la preuve de la Proposition [6.12, on
montre que :

< (etd}v/ oFypo oty (), B >= e o' Supp(8)) ~d(a’ Supp(@)) Fyola), 5>
11 vient :

|< ( td/OFlooe_tdzl _etdz OFlooe_tdI)( ) /B >|
=| efld(a" Supp(5 B))—d(a’,Supp(a)) _ t(d(z,Supp(8))~d(z,Supp(e)) |- [< Faro(e), 8>

D’aprés I'inégalité des accroissements finis :

| el d(a’,Supp(B))—d(z'Supp(ar)) _ ot(d(z,Supp(B))—d(z,Supp(a)) |
<t (d SUPP(B))—d(SE,SUPp( )) = ((d(x, Supp(B)) — d(z, Supp(e))) |

. max et(d.Supp(8))—d(y,Supp(a))
ye{z,z'}

MaJOI‘OIlS max e (d(y,Supp(ﬁ))—cZ(y,Supp(a))_
ye{z, 2’}

Si y =z : soient u € Sup A(B) tel que d(z, Supp(3)) = cZ(x,uA), u € Supp(B)
tel que d(a:,Supp(B)) d(z',u') et v € Supp(a) tel que d(x, Supp(f)) =
d(xz,u) . On sait que :

1. d(z,u) < d(z,z')

(
d(z', Supp(a)) donc —d(z’,v) < —d(z', Supp(a)) et :

d(z, Supp(B)) — d(x Supp(a)) < 2d(z,2') + d(2',u) — d(z', Supp(a))
) ' u') +d(u,u) — d(z', Supp(a))
< d(a", Supp(B)) - d(x", Supp(@)) + 2d(z.2') + R+ C,
) — d(a', Supp()) + 2d(z, 2') + 3C1(6,| S |) + R d’apres

Si y = 2’/ : alors la majoration obtenue ci-dessus est triviale.

De la méme maniére, par symétrie :

d(x/, Supp(B)) — d(x', Supp(c))
< d(x, Supp(B)) — d(z, Supp(@)) + 2d(z,2') + 3C1(6,| S'|) + R
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’ t(d(@’ ,Supp(B))—d(x’ ,Supp(er)) _ ,t(d(z,Supp(B))—d(z,Supp(a)) |
<t max | Cz(xla U) - CZ(I,7U) - ((CZ(ZE, U) - CZ(ZL‘, u)) |

T u€Supp(a),vESupp(B)
_et(&(a:,Supp(,B))—zf(a:,Supp(a))+4d(:c,z’)+6C1 (0,IS))+2R)

D’apreés la 4 éme étape de la Proposition [6.12]:

A ~

d(z, Supp(B)) — d(z, Supp(c))

< d(z, Supp(B)) — d(z, Supp())

< 505 + Cs9(6,| S|, R)
Donc :
| et(d(@' Supp(8))—d(z',Supp(@)) _ t(d(z,Supp(B))—d(z,Supp()) |
< Cuo - max | (d(a,v) = d(a',u) = ((d(z,v) = d(x,u)) |

u€Supp(a),vESupp(B)
. eﬁ (d(z,Supp(B))—d(z,Supp(a))

avec Clyg = 1 - et(Cao(8|S|,R))+4d(x,3")+6C1(3,|S)+2R)) — C40<57 | S ‘7 R, d(x, :C/), n, t)
3éme étape : Majoration de | d(2/,v) — d(«/, ) — ((d(z,v) — d(z,u)) |
a) Premiére majoration

Désignons par [z, z'] une géodésique de x & 2’ et [u, v] une géodésique de
u & v. d étant la métrique des mots, nous aurons :

1. [2,2'] (0) =z et [z,2'] (d(z,2")) = &’

2. pour tout k € {1,...,d(z,2") — 1}, [z, 2] (k) € G
de méme pour [u, v].
Pour un k € {1, ...,d(x,2") — 1} donné :

d(u,v) .

1221 d([z, 2] (k), [u, 0] (1) — d([z, 2] (k), [u,v] (I = 1)

e ) (k= 1), 0] (O + (') (k= 1. fu o] (1= 1)

= —d([z, 2] (k),u) + d([z, 2] (k),v) — d([z, 2] (k = 1),v) + d([z, 2] (k — 1), u)
= —d([z, 2] (k),u) +d([x,2'] (k= 1),u) + d([z, 2] (k),v) — d([z, 2] (k= 1),v)
D’ou :

d(z,z’) d(u,v)
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Ainsi :

| (d(a',v) = d(2/,u) = ((d(w,v) = d(z,u)) |
d(z,z") d(u,v)

P IRD | d(f, 2] (), [u, 0] (1) = d(fw, 2] (K), [u, 0] (1 = 1) = d([z, 2/] (k —

1), [u, o] (1) + d([, @] (k = 1), [u, 0] (1 = 1) |
Or d([u,v] (1), [u,v] (I = 1)) = d([z,2'] (k), [z,2'] (k — 1)) = 1, on peut donc
appliquer le deuxiéme point de [6.§]:
| (d(«, U) d(a',u) = ((d(z,v) — d(z,u)) |
d(z,z") d(u,v)

< Z Z 02(5|S|) d([z,2"](k),[u,0](1))

Or 0 < Ay < 1etd([z,2](k),[u,v] (1)) > d(Jx,2'], [u,v]) donc :

[ (d(a',v) - ‘iﬁi" . ((d(x,v) = d(x,u)) |
<G5 X z N = o6, S ), a') - d(u, v) XD

k=1

b) Montrons que :
d(u,v) < Cuo - (| d(z, Supp(@)) — d(z, Supp(B)) | +1

)
Nous savons que v € Supp(f) C B(geod({z'} U Supp(a)),ng) donc il
existe & € Supp(a) et une géodésique [x a] tels que d(v, [2/,4]) < Css.
Soit h € [z, a] tel que d(v,h) = d(v, [z, 1]) < Css.
Soient v' € Supp(f) tel que d(m’,Supp(B)) = d(2',v") et ' € Supp(a) tel
que d(z’, Supp(a)) = d(«',u).

§R+C33+( (@, ')— (95 h))CafhE[ ]
< R+ Csz+d(u,u') +d(u',2") — d(2', h)
§2R+ng+d(u’,x’) (.73 h)

Or d(2/,v") < d(2',h) + d(h,v") dot —d(2',h) < —d(2',0") + d(h, V).
Il vient :

d(u,v) < 2R+ Cs3 + d(2', Supp(«r)) — d(«’, Supp(B)) + d(h,v")
< 2R+ Cs3 + d(2', Supp(«)) — d(2', Supp(B)) + d(h,v) + d(v,v")
< 2R+ Cs3 + d(2', Supp(«r)) — d(2’, Supp(5)) + Cs3 + R

< 3R+ 2C53 + d(«', Supp(«)) — d(z’, Supp(B))
<3R+2Cs3+d(z,2") + R+ d(z, Supp(a)) — d(z', Supp(B))
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Or d(z,v") < d(z,2') + d(2',v") donc :
—d(a',v') < d(x,2") — d(z,v") < d(z, ') = d(x, Supp(S))

Il vient :

S

(u,v) <3R+2C53+d(x,2") + R+ d(x, Supp(a)) + d(z, ") — d(x, Supp(B))
< d(z, Supp(«)) — d(x, Supp(B)) + 4R + 2d(x,z") + 2033/

<[ d(x, Supp()) — d(z, Supp(B)) + 1 | (1 + g e )

< (| d(x, Supp(a)) — d(x, Supp(B)) | +1)(1 + 4R + 2d(x,z") + 2C33) car

| d(z, Supp(a)) — d(z, Supp(B)) | +1 > 1

< Cuo - (| d(, Supp(a)) — d(x, Supp(B)) | +1))

avec Co(0,| S |, R, d(x,2")) =1+ 4R + 2d(z,2") + 2Cs3(6,| S |, R)

c) Montrons que :
d([l‘,.lfl] ’ [U,, U]) > d(ﬂf, Supp(ﬁ)) - C’411(& ‘ S ’a R> d(l’,l’l))

Soient y € [z,2'] et w € [u,v] sur deux géodésiques données tels que
d([z,2'], [u,v]) = d(y,w). Soit h € Supp(a) tel que d(z, h) = d(z, Supp(a)).
Il vient de l'inégalité précédente :

d(z, Supp(p)) < d(z,h) — d(u,v) + 4R + 2d(z, x') + 2Cs3
< d(z,y) + d(y,w) + d(w,h) — d(u,v) + 4R + 2d(x,2") + 2C33

Or, d(w,h) < d(w,u) + d(u,h) < d(u,v) + R donc d(w, h) — d(u,v) < R
et :

d(z, Supp(f))

<d(xz,y) +d([z,2'], [u,v]) + BR + 2d(z,2") + 2C33

<d(z,2") +d([z,2'], [u,v]) + DR + 2d(z,2") + 2C33 car y € [z, 2]
< d([z, 2], [u,v]) + 5R + 3d(x,z") + 2C53 car y € [z, 2]

On obtient la minoration recherchée en posant :
0411((57 | S |7 R, d([E, l’l)) =b5R + ?)d(l', IL‘/) + 2033((5, | S |, R)

d) Conclusion : Nous savons que

A A

| (d(a,v) = d(2',u) = ((d(w, v) — d(z,u)) |

r.,u
< Cy(6,] S |) - dz, ') - d(u,v) - A=)
et que :

L d(u,v) < Cuo(| d(z, Supp()) — d(x, Supp(B)) | +1)
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2. d([ﬂ?, SL’/] ) [U,U]) 2 d(;U, SuPp(ﬁ)) - C411(57 | S ‘7 R, d(fE, .CU/))
R Donc : R X R
’ d(:El?U) - d(x’,u) - ((d(l‘,ﬂ) - d(:zc,u)) ’
< Co(6,| S |) - dx,a") - Cuo - (| d(z, Supp(e)) — d(z, Supp(B)) | +1)) -
Ag(x,Supp(ﬁ))—C410(5,|S‘,R,d(x,x,))
< Cur - (| d(w, Supp(@)) = d(x, Supp(B)) | +1)) - A5
Avec

C41(5,| S |,R, d(I,l’,)) = )
Co(8.] S 1) - Canol6,] 8 |, Rod(w,a)) - Ay O S en)

4éme étape :

< (etdw’ o Fygo etde _ ptde o Fygo e—tdAz)(a)’ B>
< 040 ) max ( ( ) d(l’l, u) - ((d(l‘,?}) - d({L‘,U)) |

u€Supp(a),v€Supp(B
¢ 705 (d(@Supp(8))—d(z, S“pp(a) |< Fyo(a), 8 >| d’aprés la 2éme étape

|
).
< CiorCar-(| (. Supp(@)—d(a, Supp(B)) | +1))-Ne PO, e S it Som().
Cyo - (| d(2', Supp(B) — d(«’, Supp(a)) | +1) d’aprés|(6.12

< Oy Car(| d(z, Supp(0))—d(r, Supp(8)) | +1))- XS ottt Sup) St
(| d(=', Supp(B) — d(', Supp(@)) | +1)

Par un raisonnement identique a la 2éme étape, on montre que :

| d(2', Supp(B) — d(', Supp(a)) | +1

< 2d(z, ") + R+ | d(z, Supp(5) — d(z, Supp(a)) | +1 /

< (I d(z, Supp(B) — d(z, Supp(a)) | +1)(1 + \d(z,SUpp(Qg)(fg(;gzpp(a))|+1)
< Cazo(| d(z, Supp(B) — d(z, Supp(a)) | +1)

Avec Cypo(R, d(z,2")) = 1+ 2d(z,2") + R.

Finalement :

< <€tcim/ o Fygo e—tdy _ otds Fygo eftcigc)(oz)7 B>
< Ciy - Ca1 - Cago - (| d(, Supp(a)) — d(z, Supp(B)) |
+1))2 X )\S(%SUPP(/B))) . eﬁ(d(:(;,Supp(,B))—d(r,Supp(a))

< Cyz - (| d(z, Supp()) — d(z, Supp(3)) |
+1))2 . )\;i(:c,Supp(ﬁ))) 6205( (z,Supp(B))—d(z,Supp(a))

S ,R,d(l’,l'/)) = C420<R,d($,l’/>> : 041(5,’ S |,R,d(l’,$/)) :
d
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5éme étape : majoration de <| €!% o (F g — Fy0) 0 e (a), 8 >|
Par définition (Cf. Définition :

Fx/,o—Fx,oz(3+h“”,080h“/)—(8—i—hmo@oh”")
=h" 0doh™ —h*odoh”

=(h" —h*)odoh™ +h*odoh® —h"0doh”
= (h* —h*)odoh* +h*0do (h* — h*)

a) Majoration de |< (h* — h*) 0 do h* (), >|

Posons o h*'(a) = . < doh®(a),l > . Alors :

Bleal,

(¥ —h?)odoh(a)= ¥ <doh”(a),8 > (h —h*)()

BeAl,

D’apreés le deuxiéme point du Théoréme [5.29 < A% (a), 8 >= 0 sauf éven-
tuellement lorsque Supp(B) C B(geod((Supp(a) U {x}), Csp).
Notons Z/, 5 'ensemble des simplexes 3" € AR tels que :

1. Supp(p') € B(geod((Supp(a) U{z,2'}), Csp)

2. Supp(B) C B(geod((Supp(p') U {x,z'}), Cs0)

Le méme raisonnement que dans la deuxiéme étape de la Proposition [6.12
montre qu’il existe une constante Cy3(6,| S |, R, d(z,2'),n) telle que :

| Z, 5 |< Caz - (| d(w, Supp(B)) — d(z, Supp(a)) | +1)
Il vient :

< ("~ 1) 0 Do h* (), B >
< Y |<doh(a), B |- |< (b — h)(B), 8 >]

B'€Z,, 4

< > (n+2)Cs- 032)\2(:0’5”]317(5)) d’aprés |5.29

pezl, ,
< Cus - (| d(zx, Supp(B)) — d(x, Supp(c)) | +1) - (TCLZ +2)Cly - 032)\2(%5@17(5))
< Cyq - (| d(z, Supp(B)) — d(x, Supp(a)) | +1) - )\4(w,5upp(ﬂ))

avec !

044(5a| S |7R7 d(:p,x’),n) =
(n+2)Ci3(3,| S |, R, d(x,2"),n) - Cs1(6,| S |, R) - Can(8,| S |, R, d(x,2"))
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b) Majoration de |< h* 0 Do (h* — h*)(a), B >|
Posons (h* —h%)(a) = Y. < (h* —h*)(a), B > B alors :
B'€Z, 4

< B 000 (h — h*)(a), § >|
< S |I< (B = b)) (a),f >| - |< hTo0(f), 5 >|
’BIGZ{LB
< > Cse- )\Z(I’Su‘vp(ﬁ/)) - (n + 2)C3; d’apreés le Théoréme [5.29
ﬂ’GZ(’%B

< (n+2)Cs - Caz - Cyz - (| d(x, Supp(B)) — d(z, Supp(a)) | +1) - XH@:Supp(8)

Or 8" € Z, 5 donc :
Supp(B) C
B(geod(Supp(8') U{z,3'}), C30) = B(geod((Supp(B') U{z'}) U{x}), Cso)

D’aprés le Lemme [6.11] on a donc :

d(z, Supp(B)) < d(x, (Supp(8') U{2'})) + C30 + R+ 6
< d(z, (Supp(8')) + Cso + R+6

et :
d(x, Supp(B)) — Cs0 — R — 6 < d(z, (Supp(5'))

11 vient :

[<h*odo (h” —h")(a), B >|

< (n+2)Cs; - Csy - Cys - (| d(z, Supp(B)) — d(z, Supp(a)) |
+1) - /\Z(LSUPP(ﬁ))—Cgo—R—&

< Cys - (| d(z, Supp(B)) — d(z, Supp(a)) | +1) - AG@SPP(B)

Avec :

Ci5(0,] S|, R, d(x,2"),n) =

(n+2C)C43(c1,| S|,R,d(x,z"),n)-Cs(6,| S|, R)-Cs2(d,| S|, R, d(x,2")) As(0, ]
§ [)~C-it-

c) Conclusion

|< etcfz o (h* — h*)odo he' o et (a), B >|

= etld@,Supp(B)=d(x,Supp(@)). | < (h¥" — ) 0 D o h* (), B >

< 205 (d(@,Supp(B)—d(w,Supp(@)))+Cs0 . |< (h* —h*) 0o h* (), B >| d’aprés la
4éme étape de la Proposition

< e 05 (dwSupp(B)—d(x Supp(@))+1Cs0 . 01 . (| d(x, Supp(B)) — d(z, Supp(a)) |
+1) - M@5uPE) gapres b) ci-dessus
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De méme :

’< etjm oh*odo (hz/ . hm) o 6_tczm(a)7/8 >’

— t(d(z,Supp(B)—d(z,Supp()), |< h®odo (h” —h*)(a), B >

< eans (wSupp(B)=d(x,Supp(a)+1Cso. | < p7 o § o (B — hT)(ar), B >|

< e 305 (@ Supp(B)=d(@Supp())+Cs0 . O (| d(z, Supp(B)) — d(z, Supp()) |
+1) X )\Z(ﬁys'Ufpp(B))

Finalement :

< e o (Foro— Fyp)o e‘“zw(oz),ﬁ >|
< (Cu + Cu)etCa0 o305 (dl@ Supp(B)—d(w.Supp(<)) . (|

d(x, Supp(B)) — d(, Supp()) | +1) - Ay ™7
6éme Etape : Conclusion

’< (Fx’,t - Fx,t)(a)aﬁ >|

<|< (€' 0 Fygoe e — elde o Fpy o e7t)(a), B >

+ |< €' o (h* — h¥) 0 8 o h*' o et (a), B >|

< Cyo - (| d(z, Supp(r)) — d(w, Supp(B)) | +1))? - Mg

(@ Supp(B))=d(@Supp(e)) 4 (O, + Cys )9 ¢ 305 (4@ Supp(8)—d(@Supp(a)))
(| d(w, Supp(B)) — d(z, Supp(a)) | +1) - A{=S 7

< Oy - (| d(, Supp(e)) — d(x, Supp(8)) | +1))?
'e;ﬁ(d(:c,Supp(ﬂ)—d(a:,Supp(a))) . /\g(m,supp(ﬂ))

Avec
Xs5(0, | S) = max(X2(6,] S), Aa(6,] S)) < 1et:

C’46(6’| S ’7R7 d(x,w'),n)
= (Cu(0,| S|, R,d(z,2'),n) + Cys(6,] S |, R, d(z, '), n))e! O @I500

6.3 Construction du module de Fredholm
6.3.1 L’espace de Hilbert

Soit 7, = (*(AR(@)), I'espace de Hilbert des fonctions carré-intégrables
sur le complexe de Rips. Il est gradué par le dégré des simplexes et Z/27Z-
gradué par la parité des degrés de simplexes.

Soit 'opérateur d’antisymétrisation m,s défini dans le Lemme [5.23] On définit
un nouvel espace :

O = @ZOZO 7ras(gz(Af}(G()))
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Le groupe symétrique ¥, agit par permutation des sommets sur A%(G).
Cette action entraine une représentation unitaire de Y, sur .74,. L’opéra-
teur 7, définit alors une projection orthogonale de .7, sur sa partie anti-
symétrique.

F€* est invariant sous la représentation réguliére de G comme 'action de GG
sur les simplexes commute avec ’action du groupe symétrique.

J* est donc une somme Hilbertienne directe et orthogonale.

Il est a noter que 7 = 0 pour n >> 0. En effet, pour n assez grand, le
diametre R étant fixé, il y aura répétition d’au moins un sommet dans le
simplexe.

Remarque 6.14. Il convient de rester wvigilant sur la caractére borné des
opérateurs. Par exemple, en degré 0, le projecteur de rang 1

Pay * [y] > o]

n’est pas borné sur (*(G). En effet , soit € =Y a,g alors :
geG

P, ()] = ;Gagpzo(g) = ||(2 ag) [zo] || =[ (X ag) |

geG geG

Choisissons par exemple € = > Lg,. Alors on a bien & € (*(G) car
neN*

||f||e2(c:) = | > n_12
neN*

Y2, (5)“ = > % qui diverge
neN*

mais

En revanche, e'%o o P, © e =0 est bornée pour t suffisamment grand. En

effet :

e'toop, om0 (3 agg)|l = || 2 age™o o p, 0 e 0 (g)
geG geG
— Z age_td(mg)etdzo Opmo <g) — Z age—td(aro,g)etdzo ([x(]])
geG geaG
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— || 5 age 0 () | =| 3 agetien|

geG geG

< [ aix | e—2td(x0.9) par 'inégalité de Cauchy-Schwartz
geG geG

Rappelons que card(g € G,d(xo,g9) <71) < (] S| +1)". Donc :

Z 672td(m0,g) < Z Z e~ 2r < Z(| S | _’_1)r672tr
r=0

QGG r=0 ‘g‘:r

< i (]S +1)e 2]

. Py s n(|S|+1)
qui converge lorsque (| S | +1)e™ < 1, c’est a dire t > ==,

6.3.2 Prolongement des opérateurs densément définis & ’espace
de Hilbert

Lemme 6.15. Soient X etY des ensembles dénombrables et soit une matrice
(ayz)zexyey G coefficients complezes telle que :

1. il existe C' > 0 tel que pour tous v € X,y €Y, | a,, |<C

2. il existe C' > 0 tel que pour tout x € X : card{y € Y, a,, # 0}) <’

3. il existe C" > 0 tel que pour tout y € Y : card({zx € X,a,, # 0}) <
O//

Alors Uapplication linéaire T : CX — CY telle que T(e;) = > ayq.e, se
yey

prolonge en un opérateur linéaire borné T : (>(X) — (2(Y) de norme
e
Preuve : Soient £ et n € CX, des combinaisons linéaires finies, alors :

|< T(g)ﬂ? >|:|< Z Z €x * Oy €y, Z Ty €y >|

zeX yeY y' ey

=020 20 D0 ey Ty < ey, ey >

zeX yeY y'eYy

=| > > & -ay, -7, | car la base est orthonormale.
zeX yeY

< > |£ac|'\/|ay,ﬂc|'\/lay,w|'|77y|

reX,yeY
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rzeX,yeY eX,yeY

< Yoo l& P laye |- \/ S Iny |2 ay. | dapres Iinégalité de
x

Cauchy-Schwarz.

<VC-C'- Y &G PR-Vve-Cre [ Iy 12
reX y'ey

<OV -C-lE]] - il
Alors T s’¢tend & un opérateur borné T : £2(X) — (2(Y) de norme
|7||<c v

Définition 6.16. Pourn € N*, k € N et R > 0, on note l’ensemble des n—
simplezes de diametre R situés a une distance k de x par :

sEER (@) = {0 € AR(G), d(x, Supp(a)) = k}

Soit Vypn le sous-espace vectoriel engendré par Afb®km (G) dans espace
de Hilbert 1*(09).Alors les V., sont en somme directe hilbertienne (deux
simplezes différents sont orthogonaux).

Nous noterons P, ., € Z(1*(0%)) la projection orthogonale sur V, ..

Alors Id = ), P,y en topologie forte.
k=0

Proposition 6.17. 7g(Py.,) < (n+1)- | S [FHn(E+D

Preuve : rg(P,1,) = dim(AR%F" (@) = card(aAB®Fn (@)

Soit a ealt®knr (@), 11y a | S |F choix possibles pour le sommet le
plus proche de z avec n + 1 positions possibles. Ce dernier étant fixé, il y a
| S |B+! choix possibles pour chacun des autres sommets (car le diamétre de
« est inférieur ou égal & R). D’ou :

card(85=42 (G)) < (n-+ 1) S|F (8 (R = (1) | § [oines
Lemme 6.18. Soient deuz simplezes a« € AR(G) et p € AR (G). Si
Supp(B) C B(geod({x} U Supp(a)), C)
alors

Supp(B) C B(Supp(a), d(z, Supp(a)) — d(x, Supp(B)) + 2C + 2R)

Modules de Fredholm finiment sommables sur les groupes hyperboliques 123



Preuve : Soient ; € Supp(B) et a; € Supp(«) tels que d(x, Supp(p)) =
d(z, B;) et d(x, Supp(a)) = d(z, o).
Soit B; € Supp(B) C B(geod({z} U Supp(«)), C).

ler cas : il existe a; € Supp(a) tel que d(G;, [z, q;]) < C. Soit alors
hi € [z, 4] tel que d(B;, [z, ou]) = d(Bi, hy) < C

d(ﬁz; SuPp(a)) < d(ﬁza az) < d(ﬁza ) + d(hza ai)

< C+d(x,0;) — d(z, hy) car h; € [z, ay)

<C+d(z, o) + d(oz],al) —d(x, h;)

< C+d(x,Supp(r)) + R — (d(z, ;) — d(hi, B;)) par inégalité triangulaire
< C +d(z, Supp(a)) + R d(z, Supp(B)) + d(hs, B;) + d(Bi, B;)
< d(z, Supp(c)) — d(x, Supp(B)) + 2C + 2R

(J{j

FI1GURE 20 — Mlustration du ler cas

2éme cas : il existe ag, ay € Supp(a) tel que d(G;, [, oy]) < C.Soit alors
h’i S [aka Oél] tel que d(/Bla [()ék, Oél]) - d(ﬁ’u h/’L) S O

d( B, Supp(av)) < d(Bs, ar) < d(Bs, h) + d(hi, o) < C + RO

Théoréme 6.19. Pour tout © € G, point de base, soit t > to(0,] S |) =
200In(] S'|) et R > 49. L’application linéaire

Fwt CR(G C) - O*:tl(Gu C)

définie en se prolonge en un opérateur linéaire borné entre espaces de
Hilbert

Fugs 05 = 5, 00 K5 = 1 (C(AR(G))
Preuve : Il suffit de montrer que la restriction F,;,, de F,; a C,(AR(G))

se prolonge en un opérateur linéaire borné sur ¢, pour tout n > 0.

On a:
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Fm,n Idy, ontno[d;f
— Z-Paxkn+1oF:vtnoZP$ln

- prkn+loFxtno Z P:Ek+rn

r=—0o
00
= Z (Z Pff,k,n+1 © F:B,t,n o P:E,k:Jrr,n)
r=—oco k=0
Soit Fx,t,r,k,n = Iz kn+1© Fx,t,n © Px,kJrr,n-

Pour o € AF(G) et € AR, (G), on a

< Fx,t,r,k,n(a>7 B >
=< Fyin(a), B > sid(x, Supp(f)) = k et si d(x, Supp(a)) =k +r

= ( sinon
Posons Fitypn = > Futrkn- Les coefficients de matrice < Fy 4, (), 5 >
k=0
sont ceux de F,;,, en ne conservant pour chaque 8 € A%, (G) que les coef-
ficients < F, (), 8 > tels que d(z, Supp(a)) = d(x, Supp(B)) + r.

—+o00
Les coefficients de matrice de > Fj ., sont alors tous ceux de F,; car

r=—00

tous les 8 € A% | (G) sont considérés et pour chaque 3, tous les o € AF(G)
sont pris en compte.

00
< Fx,t,r,n(a>7 B >= Z < Pm,k,n—l—l o Fm,t o Px,k+r,n(a)7 B >
k=0

Or P, jirn(a) = 0 sauf éventuellement lorsque d(z, Supp(a)) = k + r c'est-
a~dire lorsque k = d(x, Supp(a)) — 7.

Il vient alors : < Fy,n(a), B >=< Py a(a,Supp(a))—rnt1 © Fui(a), >

Or, d’apres la Proposition et le Lemme [6.18] :

Fou(a) = > < Fogla),y >y
Y€AR+1(G),Supp(v)CB

avec
B = B(Supp(a), d(x, Supp(a)) — d(x, Supp(B)) + 2Cs3 + 2R)

D'ou : < Fz,t,r,n(a)aﬁ >= Z < Fxt( ) Y >< de(r Supp(a)) rn—l—l( ) ﬁ >.
veEB

Or < P, (z,Supp(a))—rm+1(7); B >= 0 sauf lorsque v = 3 et
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d(z, B) = d(x, Supp(a)) —r

et alors :

< Fpprn(a), B >=<Fyi(a), B >=aga
Finalement ag, = 0 sauf éventuellement lorsque

Supp(5) C B(Supp(a),r 4+ 2C53 + 2R)
D’apres le Lemme [5.27] on a alors :

Supp(a) C B(Supp(B),r + 2C33 + 3R)
Ainsi :

1. card({B,as o # 0}) < Vol(B(Supp(a),r + 2C53 + 2R))

2. card({a,apq # 0}) < Vol(B(Supp(B),r +2C53 + 3R))

On notera qu’en particulier, Fy;,, = 0 lorsque r < —2Cj33(0,| S |, R) — 2R.
Lorsque F;,, # 0, on a d’aprés la Proposition ;

| a0 |
< Cuo - (| d(z, Supp(B)) — d(z, Supp(a)) | +1) - eats (xSurm(a) e Sump(e)
§C40'(‘ r | +1)'6%T

D’aprés le Lemme m, F, +rn admet un prolongement ﬁz,tmn e L (XN, (Q))
tel que :

Fx,t,r,n

<Cu- (7] +1)-ems”
VVol(B(Supp(a),r + 2Cs3 + 2R)) - Vol (B(Supp(B),r + 2Cs3 + 3R))

Or :

1. Vol(B(Supp(a),r +2C33 +2R)) < (n+ 1) | S ["F2C+2R (| § |F)ntl
2. Vol(B(Supp(8),r + 2Cs + 3R)) < (n+2) | § [F#20u3R (| g R
Donc :
Fz,t,r,n

< Cpq-(r|+1)-(| S| -em5)" pour r > —2C55(3,| S |, R) — 2R

avec
047(5, | S |, R, n, t) =
Cao6,| S |, Ron,t) - /(n+ 1)(n + 2)- | § [2Oss(@ 1SRRG
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Ainsi F; ,, est également prolongeable sur [*(A,,(G)) en un opérateur linéaire
borné avec :

‘ ﬁx,t,n = z Fx,t,r,n < Z ‘ Fx,t,r,n
r>—2033—2R r>—2Cs53—2R
<Ca(0,| S| Rty > (Ir|+1)- (IS ] -em) < oo
r>—2C33—2R

si|S|-ems <1 cest-a-dire si t > 206In(] S |).

C24(|S|,R)
F.i= Y, F,un est donc également prolongeable en un opérateur li-
n=0
néaire borné comme somme finie d’opérateurs prolongeables en un opérateur
linéaire borné.[]

6.4 Appartenance des commutateurs [F,;, 7(g)] a la classe
de Schatten

Nos opérateurs sont définis sur un espace de Hilbert. Par ailleurs, nous
avons obtenu des majorations des coefficients de matrices. Nous sommes
maintenant en mesure de démontrer la p—sommabilité du pré-module de
Fredholm construit, pour p qui sera explicitement défini.

Lemme 6.20. Soient g,z € G, alors :

1. 7(g) o €= o 7(g7t) = eldos

2. w(g)odom(g7t)=0
3. m(g)ohTom(g™t) = ho

Preuve : Soient un simplexe s € A,(G) et & son vecteur de base corres-

pondant dans ¢2(A,(G)). Alors :
1. m(g)o etde o (g7 (&) = 7(g) o otda (&y-15) = W(g)(etd(m,Supp(g
— ctde,Supp(a ") ¢
= tdlonSupp(s) ¢ par G— équivariance de la distance d, (Cf.

2. 81 s = [xo,.r,Tn) € Dp(G) et si §; = [Toy ooy Tio1, Tit1y ooy Tn| €
AN,—1(G) alors :

m(g) o dom(g ) (&) = m(g) 0 D(&y-15)

n

= W(Q)(Z<_1)i£(g_~ls)i) = Z<_1)Z£§l

i=0 =0

= (&)

—1

5))59—15)
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3. D’aprés le Théoréme par compatibilité des opérateurs (h*).cq
avec 'action du groupe, on sait que :
hom(g™!) =h'" 0 om(g7h) = m(g7") o A"
D’ou :
m(g)oh*om(g™t) = m(g) om(g™) o 9T = 19O

Proposition 6.21. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. quels que soient g,z € G, le commutateur [F,:,m(g)] est compact et
appartient a la classe de Schatten (P (A, Hpi1)

2. quels que soient x, 2" € G, F,; — Fy, est compact et appartient & la
classe de Schatten (P( 4, Hps1)
Preuve : (P(;,, 7,+1) étant un idéal bilatére :

[Fo, m(9)] € (56, Hia) <= [Foy,m(9)| w(g7") € (I, H011)
= F,;—7(g)oFy 0 m(g~h)

Or F,y = €% (d + h™ 0 9 o h*)e ' donc :

m(g) o Fygom(gt) =m(g) 0™ (d+h*0doh®)e " om(g™")
(w(g) o e om(g™") o (w(g) 0 Dom(g™!) +7(g) o h" 0 Do h o m(g™)) o
(9) 0 e om(g™) A
(etdg Yo (@+m(g)oh*odoh®om(g7t)) o (e =) d’aprés le Lemme
= ()0 (04 (m(g)ohom(g7"))o (m(g)dom(g ™)) o(m(g)ohom(g ")) o~ or
= eldoe 0 (9 + h9% 0 O 0 h9%) o (e~ tdsr)
= Ly

Pour conclure :
[Fx,t7 7T(g)] € lp(’%n '-%L:‘:l) — Fz,t - Fgm,t S gp('%n C%%:H)l:'

Théoréme 6.22. Soit t > 206 - In(] S |), alors le commutateur [F ¢, m(g)]
est compact et appartient a la classe de Schatten (P (.7, 7;,+1) pour p >> 0.

Preuve :
D’aprés la Proposition m, [Fo+,m(g)] est compact et appartient a la classe
de Schatten pour tout g € G si et seulement si F), v, = F,;—F}s, est compact
et appartient & la classe de Schatten (*(.77;,, #41) pour tout 2’ € G.
Intéressons nous aux opérateurs de rang fini :

Fm,m’,k,l,t,n =Lz in© (Fx,t - Fr’,t) o Px,k,n
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avee Iy piin - C(AF (G)) — (ol (G)).
Alors :

o0 [ee]
Fop—Foy =222 Fowkiin
k=01=0

Comme dans la preuve du Lemme [6.18 on montre que si les bz, sont les
coefficients de la matrice de F 4 14 pour a € A(G) et 8 € AR (G) alors
ses coefficients s’annulent sauf éventuellement lorsque :

Supp(8) C B(Supp(a), d(x, Supp(a))—d(x, Supp(B))+2Cs3+2R+2d(z, x'))
< Supp(B) C B(Supp(a),k — 1+ 2C53 + 2R + 2d(x,2")) =
B(Supp(a),k — 1+ Cyg)

si Cys(0,| S |, R, d(z,2")) = 2C33(0,| S |, R) + 2R + 2d(x, 2').
On a alors :

Supp(a) C B(Supp(B),k — 1+ Cys + R)

On notera en particulier que F ;v 51+ = 0 lorsque £ — [ + Cyg < 0, c’est-a-
dire lorsque : k < | — Cyg

lére étape : Montrons que F) . = I, — Fy/ 4 est compact.
Soit la fonction ¢ : [0; +00[ — [0; +o0] telle que ¢(s) = AS.
Alors 11141:1 o(s) =0 car A\ € [0;1] .
T—r+00

Soit € > 0, alors il existe S > 0 tel que pour tout s > .S, on a 0 < ¢(s) <e.

00 00 00
Fx,t,n = Z (Z Px,k,n—‘rl o Fx,x’,t,n o x,k—l—nn) = Z Fx,x’,tm,n
r=—oo k=0 r=—oo
avec Fy o trn = Prgnt1 © Foatn © Prjirn) = 0 lorsque r + Cys < 0, c’est a

dire lorsque : r < —Cls.
D’apreés la Proposition :

|<( x,t T z’t)( ) B>|
< (1+ Ld(:v Supp(B)) — d(z, Supp(a)) |)*
Clg - €205 (@ Supp(B)) —d(z,Supp(e) . o(d(x, Supp(B)))

Posons Fy u trn = Y Fyartrn. On montre que, de méme que dans la preuve
k=S

de la Proposition [6.19] il existe une constante Dy7(d,| S |, R,d(x,2'),n,t)
telle que :
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Faz,x’,t,r,n

<Dy (|7 +1)% (] S| em) e
pour r > —2Cjyg car on somme sur k = d(z, Supp(5)) > S et
¢(d(z, Supp(B))) = ¢(k) < e.

Il vient :

Fz,x’,t,r,n

<e-Dy- 3 (7| +12( S| -ems)

r=—Clug

Choisissons ¢ > 208 - In(] S |)) alors S (| 7| +1)%- (| S | -e25)" converge
r=—Cug

et a pour somme une constante Dyg(d,| S |, d(z,2),1).

Ainsi :

Nous avons prouvé que si 'on choisit € < m alors il existe S € N* tel
que :

Fx,a}’,t,r,n

S € D47(57| S |,R,’I’L,t) ) D48(5’| S |,d(ﬂ?,l‘l>,t)

S—1 ~
Fx,z’,t,r,n - Z Fx,x’,t,r,k,n = HF:L",a:’,t,r,n <e
k=0

Or chaque F, .1, k. est de rang fini (car les projecteurs orthogonaux sont
de rang fini d’apres la Proposition . L’inégalité ci-dessus nous montre
que Fy 4 ¢y, est limite en norme d’opérateurs bornés de rang fini, donc est
compact.

o o

Fowin = Y. Fiuwirn est donc limite normique d’opérateurs com-
r=—Cys

pacts. F .4, donc est compact (les opérateurs compacts forment un sous-

espace vectoriel fermé de 'ensemble des opérateurs bornés).
C24(|S|,R)
Par ailleurs, F, s = Y. F, . +n est compact comme somme finie d’opé-
n=0

rateurs compacts.

2éme étape : Montrons que F,; — F,/; est p-sommable pour p = 2N.
Rappelons que pour p = 2N et A € P(H), on a :

1

1 Allox ) = (Trace(AA*)Y)2v
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D’ou :

1P ittinllpp = Trace((Foarsitin © Fio pin)™ )28

Intéressons nous a 'opérateur Fy, v g1 1,0F0 1,1, aux coefficients de matrice

sUyly x
1
s,
Nous savons que

Mat(F;,x’,k,l,t,n) = tMat(Fx,cc’,k,l,t,n)

Si (b, 5) est la matrice de F} ;. ,, on adonc : b}, 5 = bs .
Si (pp ) est la matrice de Fy 4 g1 © F o s alors :

pes= > bp-bs,

yeal

On montre par récurrence sur N que si (Cg 5) est la matrice de (Fi o/ k1,400

*

N .
m7x,7k717t’n) alors :

v . o
Corp = > bg'on * Dgain - Doy DB

R,z,k R,x,l
a1, aNEARTT B, BNEA T

Lorsque k > [ — Cyg, on sait d’aprés la Proposition que :
| bp.a |
< Oy - N@SUPE)) ot A, Supp(3)~d(a Supp(e0)).

(| d(z, Supp(B)) — d(x, Supp(a)) | +1)
< Cup- A -exs =R (| k=1 | +1)?

D’ou :

N
| s |
< Z ’ bﬁ’,al ’ bﬁz,al Tt bBN»aN ’ bﬁﬂN |

ar,anEATTR By ByeATE!

l L (1—k 2 2N

< )> |G+ X - e 00 (| k= 1] +1)

al"“)aNeA‘rIL{Yzyk’ﬂl7“"ﬂN€A§f1J

Dans cette somme, on ne comptabilisera que les bg, o, tels que :
1. Supp(aj) C B(Supp(Bi),k — 1+ Cis + R)
2. Supp(B;) C B(Supp(e;), k — 1+ Cys + R)

Le nombre de termes est donc inférieur ou égal a :

U g ’k—l+C48 s ‘nR]N. “ g |I<:—l+C48 S |(n+1)R}N
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Et :

| Cjﬁv’,,B |
2N + 2N
< [| §|moRreCs]*N ) g |1H] [046 AL ems =) (| | —1 | +1)2]
t 2N
< [Cuor | S 17 Ny - esia ) (| — 1] +1)?]
avec

Cag(6,] S |, Ryn,t,d(w,2")) = Cis(6,| S |, R,m, t,d(x, 2'))- | S |(HDFE+HCas

Par conséquent :

HFx,z’,k,l,t,nszpN = Trace((Fra kit © F;,x’,k,l,t,n>N)

< X Il

R,z,l,n
ﬁEAn+1

t

2N
< rg(Poa) | |Cuor | S [F71 X - eais@0) - (| — 1 +1)]

2N
< (n2) | § [HOED (O | 5 [0 2 et (| —1 | +1)7
d’apreés la Proposition

Il vient :

||Fm,$’,k,l,t,n||%p
< Cho | S5 - | S LN - ems R L (| k= 1] +1)2

avec :

050(5a | S |7 R7 n7ta d(il?, ZL'/)) =
Cao(8, S|, R, t,d(z,2")) - (n+2)- | § |(m+DEHD

Finalement :

HFx,t - Fx/,tHlp = Z ZFxx’k’ltn

=01=0
P
< Z Z HFSE,;IJ’,k,l,t,n”lp
—Clys
o0
<Z Z C'50’S|2N ‘S|kl)\l ezoalk (|k l|+1)2
—0 k=l—Cus

<O S | A S | S ens R L (| k- 1] +1)2

=0 k=1—C4s
<Cio X (| S A) e X (IS | ems )™ (| m | +1)?
=0 m=—Cysg
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Or:

. 1 R X .
L. si| S |27 A5 < 1, c’est-a-dire si p = 2N >
série converge

—In(|S]
In(As)

alors la premiére

2. d’apres le critére de d’Alembert, si | S | e < 1, clest-a-dire si
t > 20dIn(] S'|), alors la deuxiéme série converge [J

Remarque 6.23. La preuve précédente nous fournit une expression explicite
du degré p de sommabilité :

—In(|5]
In(Xs)

Rappelons que N5 est définie en par :

As(8,] S) = maz(a(6,] S), Ma(5,] S)) < 1

p >

ot Ao (défini dans le Théoréeme est relatif a la distance de Mineyev-Yu

et Ay ,défini dans le Théoréeme dépend de la constante i du bicombing
de Mineyev-Yu défini dans la Proposition[5.1].

Une étude attentive des travauz de Mineyev-Yu permet de montrer que [Fy 4, 7(g)]
est p—sommable pour :

p > 50008° - in(] S|)- (1+ | S )

Proposition 6.24. Fit — 1 est compact et appartient a la classe de Schatten
(P( A AL
Preuve : Posons k¥ = h* o 9 o h* alors :

k*ok®=h*odoh®*oh®*odoh”
=h"o(doh®)o(h*o0d)oh”

=h"o (id —h* o) o (id— 0o h")oh”
=h"o(id—0oh® —h*o00d)oh”

= h* o (id —id) o h*

=0

D’ou :

F2, = e (9 4+ k%) o (9 + k*)e '
= e (Do k™ + k% 0 9)e e

En degrés strictement positifs : o h* + h* o0 = 1.

Par ailleurs :
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0ok + k00
=0doh*odoh®+h*odoh*od
=(id—h*od)odoh®™+h*o0do (id— 0o h")
=0Jdoh®*+h*o00

=id

11 vient :

F2, = elds (9 o k® + k% 0 & + kT o k%)t
F?, = e'%(id+ 0)e " =id

Tandis qu’en degré O :
F2,([zo] = €' (k™)' ([zo]) = €' (D7) 26~ ([xo])

Or 0h*([xg)) = [x] — [xo] donc (Oh*)*[z0] = [xo] — [2] et :

F2([wo]) = [zo] — 70 ([x])

ol p,; est 'opérateur borné de rang 1 qui s’annule en degré strictement
positif et qui est défini en degré 0 par :

Pet([z0]) = e @20 [24] pour tout xg € G

Ainsi Fl?,t — 1 est de rang 1 et donc compact et appartient a toute classe
de Schatten [.

Remarque 6.25. D’apres le Théoréme le triplet (A, 7, F,+) € Eg(C,C)

selon les critéres de Kasparov.

7 L’élément gamma

Nous allons maintenant montrer que notre triplet représente 1’élément
gamma de G. Kasparov.

7.1 L’élément gamma

Avant de définir I’élément gamma, revenons sur la définition du produit
croisé d'une C*—algebre par un groupe discret GG. La définition suivante
provient de [Wi], Lemme 2.27 :
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Définition 7.1. Soient un groupe discret G et une C*—algebre A sur laquelle
agit G. Notons :

Ce(G,A) = ¢ Y apuy, card({t € G,a; # 0}) < 00)

teG

On peut munir C.(G, A) de deux lois. Sia =Y auy et b= Y bsus alors on

teG seG
pose :
1. ab= > ay(t- bs)uss
s,teG
2. a* =Yt a} )up
teG

Une représentation covariante (mw,u, H) de (A, G) est donnée par :

— une représentation unitaire u : G — #B(H) de G

— une représentation w: A — B(H) telles que pour tout t € G et tout

acA:
u(t)m(a)u(t)* = m(t-a)

Pour une représentation covariante (7, u, H) donnée, soit m X u la repré-
sentation associée de C.(G, A) sur F.
La norme de C*— algébre mazimale sur C.(G, A) est donnée par :

|-l = sup || (m < uw)()|

ot le sup est pris sur toutes les représentations covariantes (mw,u, H) de
(A, G).

Le produit croisé, noté A x G, est le complété de C.(G, A) relativement a
la norme de C*—algébre maximale.

La norme de C*—algebre réduite sur C.(G, A) est donnée par :

-l = (|7 x )‘(')H%’(jf)

ou la représentation réquliere : T x X : Co(G, A) — B(H) est la représenta-
tion associée a la représentation covariante donnée par :

e = Opmt-1.a)e €t A(8)0pe = Osre, a €A, s,t € G, et € H

oum: A— B(H) est une représentation fidele, # = (*(G,H) et 6,c € H
est Uapplication s — 0, s§ € H (65 €tant le symbole de Kronecker).

La norme de C*— algébre réduite ne dépend pas du choix de .

Le produit croisé réduit, noté A x,. G est le complété de C.(G, A) relati-
vement a cette norme.
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Soient GG un groupe localement compact & base dénombrable, et soient
A,B et C trois G — C*— algébres. Alors Kasparov, dans [Ka| Définition
2.3, construit un groupe abélien noté K K%(A, B) de classes d’homotopie de
bimodules équivariants.

Il existe un produit bilinéaire et associatif :

KKC(A,B)® KKG(B,C) — KK%(A,C)

faisant de K K(A, A) un anneau unitaire commutatif.
La K K— théorie équivariante généralise la K — théorie bivariante de Kaspa-
rov (qui correspond au cas G = 1).

Par ailleurs, a tout homomorphisme H — G de groupes localement com-
pacts, on peut associer des transformations qui conservent toutes le produit
de Kasparov :

— l'opération de restriction de Kasparov :

res$ : KKY(A,B) - KK"(A, B)

— l'opération de descente de Kasparov :

j: KK¢%A,B) = KK(AxG,BxG)

— l'opération de descente réduite de Kasparov :

jr KK9(A,B) - KK(A %, G, B %, G)

On dit que v € KKg(C,C) est un élément gamma pour G lorsque :

1. il existe un module A, il existe n € KKg(C, A) et d € KKg(A,C)

tels que :

l=d®cnety=n®ad

ot A est une G — C*algébre contenant une C*—algébre B = Cy(Z2)
dans son centre avec Z un G—espace localement compact muni d’une
(G —action propre.

2. resG(y) =1 € KKg(C,C) pour tout sous-groupe compact K C G

Si I' est un groupe discret et si A est une I' — C*— algéebre alors il existe
un isomorphisme canonique :

i KKr(A,C)~ KK(AxT,C)

entre la K —homologie équivariante de A et la K — homologie de la C*—algébre
produit croisé maximal A x I.

Si I' est un groupe discret et si A est une I' — C*— algébre propre alors
les produits croisés maximaux et réduit coincident et :

i KKT(A,C) ~ KK(Ax,T,C)
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Siy € KKg(C,C) est un élément Gamma avec factorisation v = 17 ®c d avec
ne KKg(C,A) et d e KKg(A,C) alors I’élément :

Ve = Jr(N) @a,r in(d) € KK(CIT, C)
est appelé un élément gamma réduit de I'.
V. Lafforgue (|Laf]), Proposition 4.5 , définit pour tout groupe hyper-

bolique (T',.S), un module de Fredholm qui représente un élément Gamma
par :

e = (A%, Treg, € (0 + 1,0, )e ")

ott d24/J est la distance & I'origine par rapport & une métrique quasi-isométrique
a la métrique de mots et J, est une homotopie contractante distinguée du
complexe de Rips de (I, 5).

Afin d’atteindre notre objectif, il nous faut créer une homotopie (ou un
enchainement d’homotopies) entre notre pré-module de Fredholm et celui de
V. Lafforgue (lui-méme homotope au triplet de Kasparov et Skandalis repré-

sentant 1’élément gamma) afin de prouver que ces derniers sont équivalents,
donc égaux dans K K (C,C) .

7.2 Quelques propriétés de la distance de V. Lafforgue

V. Lafforgue crée une distance G—équivariante que nous noterons d>e//
vérifiant :

d(z,y) < d*(z,y) < d(z,y) + 76

La preuve de cet encadrement se trouve dans sa Proposition 3.49 de [Laf].

Par conséquent :

Z—%Md(x,y) <d(x,y) < d*(z,y) < d(x,y)+ 76
Lemme 7.2. Pour tous x,y € G et tout z € geod({z,y}) :
| AP (z, 2) + dP T (2, y) — dFI T (2, y) |< 146
Preuve :

d(z,2) +d(z,y) < d (2, 2) + dP (2, y) < d(z,2) + d(2,y) + 140

Or z € geod({z,y}) donc d(z, z) + d(z,y) = d(x,y). Ainsi :
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d(z,y) < d* (2, 2) + dL T (2,y) < d(x,y)) + 140
Par ailleurs :
—d(w,y) = 70 < —d" (z,y) < —d(z,y)
D’ou :
—76 < dFI (2, 2) + dET (2, y) — dET (2, y) < 14600
Lemme 7.3. [l existe une constante Cyo(6,| S'|) telle que pour tout z,y € G :

sup | b () =t (o )=t oy e ) < s
d(w.a')=d(y,y)=1

Preuve : Dans [Laf|, on intégre l'inégalité obtenue dans le Lemme 3.45,
puis, par définition de dX*// (rappelée juste avant le Lemme 3.44 p.60), on
obtient I'inégalité demandée.

On rappelle que V. Lafforgue définit K p.17 comme ’entier tel que pour tout
point a de X, le nombre de points de X a distance 1 de a soit inférieur ou
égal & K. Ici X = G et la distance est celle des mots. D’ou K =| S | O

Par conséquent, la distance d**// vérifie toutes les conditions du Théo-

réme m en remplacant toutefois A;““’) par i d%x -

Lemme 7.4. Si h et J, sont deux homotopies contractantes du complexe de
bar augmenté CB(QG), alors pour tout s € [0;1], (1—s)J, +sh est également
une homotopie contractante du complexe de bar augmenté.

Preuve : 0o ((1 —s)Jy + sh) + ((1 — s)J, +sh) 00

=(1—-s)[0ody+Jy00]+s[0oh+hol

=(1-5s) [Id - p{xo}} +s []d _p{l‘o}]
Id _p{xo}D

7.3 Construction des homotopies

Nous allons construire un enchainement de deux homotopies entre notre
triplet et celui de V. Lafforgue.

Construisons une premiére homotopie.

Laff

JL, = e (0 4 [(1 = 5)J, + sh?] D[(1 — 5).J, + she])e e
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Alors J5, = et (0+ JzaJx)e_tdéaff et Ji, = etdia”(ﬁ + hz8h$)6_td£aff.

Puis une deuxiéme homotopie :

Jit - @t((l—s)dﬁ‘lf“rsdz)(a 4 hxahx)e—t((1—s)d£°’ff+sdz)
2 tdbef 7 z 912, —tdL s 2 td z\,—td,
Alors Jg, = €% 7 (0 + h*Oh®)e™"= " et J{, = €% (0 + hOh™)e .

Dans toute la suite, posons :
G, = e o pr o emtds
Lemme 7.5. [l existe des constantes Cgo(0,| S |, R) et Ce3(d,| S |, R, t) telles
que pour tous simplezes a € AF(G) et € AR (G) :
1. si Supp(B) C B(geod(Supp(a) U{x}),Cs0) alors, on a :

"I (z, Supp(B)) — d"*/7 (z, Supp(a))
< d(x, Supp(B)) — d(x, Supp()) + Co(6, | S |, R)

2. |< Guy(@), B >|< Cgy - et (@ Supp(f)=d(@,Supp(a)))

Preuve :
lére étape : Soient u € Supp(a) et v € Supp(p) tels que :

dbf (x,u) = d* (z, Supp(a)) et dX*F (z,v) = dP*F (z, Supp(B))
Or Supp(B) C B(geod(Supp(a) U{x}),Cs0(0,| S |, R). Donc :
v € B(geod(Supp(a) U {z}), Cin(6,| S |, )

Majorons d(v, geod({z,u}) N G).
Etant donné que d est la métrique des mots, d’aprés le Lemme m ;

d(v, geod({z,u}) NG) < C30(d,| S|,R)+ 5+ R+1=Cx(6,]| S|, R)

Soit donc w € geod({z,u}) NG tel que : d(v,w) < Cq1(d,] S |, R)
Ona:

a7 (z, Supp(B)) — d* (z, Supp(a)) = d** (z,v) — d* (z,u)

< db I (z,w) + dE (w,v) — dE T (z,0)

< dP I (2, w) — d(z, u) + d(w, v) + 76 car dPf (w,v) < d(w,v) + 76
< —d" I (u,w) 4+ 146 + Ce1(6,] S |, R) + 76 d’aprés le Lemme

< —dL“ff(u, w) + CﬁQ(é, | S ‘, R) si

Ce2(0,| S|, R) = Ce1(9,] S |, R) + 216
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—d(u,w) + Cea(8,] S |, R) car d(u,w) < d*/7 (u, w)
d(z,w) = d(z,u) + Cea(0, 5|, R) car w € geod({x, u})
d(z,v) + d(v,w) — d(z,u) + Ce2(d, | S |, R) par inégalité triangulaire

|/\ I/\ I/\

Par ailleurs :
1. d(v,w) < Cg1(0,| S|, R)
2. d(z, Supp(a)) < d(x,u) car u € Supp(a)
3. Soit v € Supp(B) tel que d(x,v") = d(x, Supp(p)), alors :
d(z,v) < d(z,v") +d(v',v) < d(x,Supp(B)) + R car v,v" € Supp(B)
Il vient :
" (z, Supp(B)) — d**/ (z, Supp(a))

< d(z,Supp(B)) + R+ Ce1(9,| S |, R) — d(z, Supp(a)) + Cg2(6,| S |, R)
< d(z, Supp(B)) — d(x, Supp(a)) + Ceo(6,] S |, R) avec

Coo(0,] S|, R) = R+ Ce1(6,| S |, R) + Cea2(d,| S|, R)T
2éme étape : Comme dans la Proposition [6.12] on montre que :
< Gyil), B >= etl@™! (@ Supp(B)—d I (@ Supp(e))) < p7(q), B >
qui est nul, sauf éventuellement lorsque

Supp(B) C B(geod(Supp(a) U{z}), C30)
D’ou :

|< Gap(a),B >
< etld@ Supp(B)=d(z,Supp(e))+Coo (5|51, R) < p*(), B > d’aprés la premiére étape
< etldl@ Supp(B)=d(z,Supp())+Coo (BISLR) . Oy (6, ] S |, R)) d’aprés le Théoréme

0. 29

< O - et (@,Supp(B)—d(z,Supp(a)))
si Ce3(0,| S |, R,t) = C51(0,| S |, R) - etCoo@IS1.R)

Lemme 7.6. Pour tout x € G et tout t > In(| S |), lapplication linéaire
G.:: CE(G,C) — CE(G,C) se prolonge en un opérateur linéaire borné entre
espaces de Hilbert.

Preuve : On s’inspire de la preuve de la Proposition [6.19]
Remarquons tout d’abord que :

o0

00
Gac,t,n = Z (Z Px,k,n—‘rl o Gac,t,n o x,k—l—r,n)

r=—o0 k=0
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Soit G:v,t,r,k:,n = Lz knt1© Fz,t,n o Pz,k+r,n~

Pour a € AF(G) et € AR, (G), on a

< Gm,t,r,k,n(a>a ﬁ >
=< Guyp(a), B > sid(z, Supp(B)) = k et si d(z, Supp(a)) =k +r

= ( sinon

(o]
Posons Gyt = Y. Gutrin. Alors :
k=0

C24(|S],R)

+00
Gr,t - Z Fx,t,n avec Gr,t,n - Z Fx,t,r,n

n=0 r=—00

o)
et < Gm,t,r,n<a)7 6 >= Z < Px,k,n+1 o Gw,t o Px,k—l—r,n(a)y 6 >
k=0

yeEB

D’aprés le Lemme et le Lemme [6.18) : Gi(o) = > < Fpi(a),y >

B = B(Supp(a),d(z, Supp()) — d(z, Supp(B)) + 2C30 + 2R)

D’ou : < Gm,t,r,n(a)aﬁ >= Z < Fx,t<a)77 >< Pa:,d(z,Supp(a))—r,n—i—l(fy)7 ﬂ > si
yEB

< Gx,t,T,n(a)a 5 >=< Fx’t(Oz), ﬁ >= C8.a
Alors cg, = 0 sauf éventuellement lorsque
Supp(B) C B(Supp(a),r +2Cs + 2R)

On sait que :
1. card({f,cs.a # 0}) < Vol(B(Supp(a),r + 2C50 + 2R))
2. card({a, cpn # 0}) < Vol(B(Supp(B),r + 2C5 + 3R))
Lorsque G4, # 0, on a d’apres le Lemme :

’ oo |§ Cs - et(d(@,Supp(B))—d(z,Supp(@))) — Cog - €747

D’aprés le Lemme m, Gl.t.rn admet un prolongement C;’x,mn € L (PN (Q)))
tel que :

Héx,tmn <Cer-(|S|-e ) pour r > —2C50(d,]| S|, R) — 2R

avec :
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067(57 | S |7 R7n7 t) =
Col6.1 S | Romot) /T 4 10 4 2| § [Coalstenteen)

Ainsi G, ;,, est également prolongeable sur [*(A,(G)) en un opérateur
linéaire borné avec :

Héx@n S Z Héx,t,r,n
r>—2C33—2R
< Cor(6,| S| Ronit)- 32 (IS ] -ems)
r>—2C33—2R

si|S|-e <1 cest-a-dire si t > In(| S |).

Ca(|S|,R)
Gyt = Y, Guyp est donc alors également prolongeable en un opé-
n=0

rateur linéaire borné comme somme finie d’opérateurs prolongeables en un
opérateur linéaire borné.[]

Lemme 7.7. Pourtout g € G, et pour toutt > In(| S |), [etdgaff o h¥ o et ﬂ(g)]

est un opérateur compact.

Preuve :
En reprenant les arguments de la Proposition [6.21], pour montrer la com-
pacité de

tqLalf _tqLalf
e oh®oe ,7(g)

pour tout g € G, il suffit de montrer la compacité de

L L L ! L
etd" ! o pr o emtdt T ptdbe Il pat o o—tdbel]

pour tout 2’ € G.
Rappelons que G,; = e
Alors,comme dans la Proposition [6.12], on montre que :

tdbalf o otdbel]

< Gyy(a), B >= etl@ ! (@Supp(B))—d" (@ Supp(@)  pr (o), B >

D’apres le Théoréme[5.29] il existe une constante Cso(6, | S |, R, d(z,2’),n)
telle que les coefficients de matrice < hZ(«a), 8 > sont nuls sauf éventuelle-
ment lorsque Supp(B3) C B(geod(Supp(a) U {x}), Cs).

Il suffit donc de s’intéresser aux simplexes a et [ tels que

Supp(B) C B(geod(Supp(a) U {x}), Csp)
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lére étape : transformons I’écriture.
Remarquons que G, o = h* d’ou :

Laff _tqLlaff 7 —td
Gz,t — etd o hx oe td — etdz o G%O oe tdy

Il vient :

—tdLel T etdﬁ“ff —tdkaff

Gzt -G z/t _etdzl OGI’,OOG
Laff _yqLaff Laff
_ etdx' on/7OO€ td> 6td“”

[©] Fx,O [©]

i Laff 4 qLlaff
0 Gy goe 4 plds 0 (G o—Gap)oe td

rabal P et

2éme étape : |< (e oGpgoe 0G0 e‘tdéaff)(oz), B>
De la méme maniére qu’au début de la preuve de la Proposition6.12] on
montre que :
< etdi’aff 0Gypo et (), 8 >

— etd™ I (@' Supp(B))—d"*I7 (a' Supp(a))) ~ (3 w0(), B>
— et(d" I (@' Supp(B))—d"/ I (2! Supp(a)))  pa’ (), >

dLaff

Il vient :
< (€457 0 G o e I — T 6 Gy o e ) (o 0> =]
pt(dral ! (o' Supp(8))—d(a’ ,Supp(a)) _ ot(dEe!! (x,Supp(8))—d(z,Supp(a | |< B (), 5 >|

D’aprés I'inégalité des accroissements finis :
| et(d= e f (@ Supp(B))—d=/f (a' Supp(a)) _ t(d"*I 7 (z,Supp(B))—d"*// (x,Supp(a))) |

<t | (d" (2!, Supp(B)) — d"II (', Supp(a)) — (A" (x, Supp(B)) —
dLaff (aj7 Supp(a))) | . max et(dLaff(yvsupp(ﬁ))7dLaff(y»Supp(a)))
ye{z,a’}

MaJOI‘O]_’lS max e (dLaff(yvsupp(/B))7dLaff(yvsupp(a))'
ye{z,2'}
Si y = x : soit u € Supp(B) tel que (f(x, Supp(B)) = a?/( u),u" € Supp(B) tel

que d(z', Supp(B)) = d(z',u') et v € Supp(a) tel que d(z, Supp(B)) = d(z,u).
On sait que :

1. dk7 (z,u)
2. dbf (o v)
dtl T (2! v)
Ainsi :
"7 (y, Supp(B)) - dL“ff(y Supp(a)) = d" (z,u) — d* I (z, v)
< 2dP (g, 2) + d(a,u) — dETT (2 ) v)
>d

Or d*/7 (2!, v)

A(x7x/) + dLaff(ZE’,u)

<
<d(x, ")+ d" (x,0) dou —dL T (z,v) < dFF (z,2") —

~

Laff(y/ Supp(a)) done —d(z,v) < —d(z', Supp(a)) et :
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"I (z, Supp(B)) — d"*/ (w, Supp(a))
< 2d(x,2’) + d"¥ (', u) — d(’, Supp(«r))
< 2dMel 1 (z, o) + d(2' o) + dPI T (u! u) — d(2, Supp(a))
< dPI (2! Supp(B)) — dEof T (o, Supp(a)) + 2d(x, ') + R+ 70
< drf (2! Supp(B)) — dE (2!, Supp()) + 2d(z, 2') + 215 + R d’aprés

Si y = 2’ : alors la majoration obtenue ci-dessus est triviale.
De la méme maniére, par symétrie :

dLaff(xla Supp(ﬁ)) - dLaff(l,/’ Supp(oz))

< d* I (z, Supp(B)) — d*/ (z, Supp(a)) + 2d(x, 2") + 216 + R

Ainsi :

| (a7 (@', Supp(B))~d"I (a',Supp(e))) _ pt(d"*I/ (@, Supp(8))~d"*// (z,Supp(a))) |

St max_ [ dPIG ) — dM (el w) — (o) — 4 )|

u€Supp(a),v€Supp(B)
et(d" I (@, Supp(B))—d I/ (z,Supp(a))+4d(x,2')+426+2R)

D’aprés le Lemme [7.5] :

a7 (z, Supp(B)) — d**/7 (z, Supp(a))
< d(z, Supp(p)) — d(z, Supp(a)) + Ceo(0, | S |, R)
Donc :
| et(d" e f (@' Supp(B))—d"/ 1 (z' ,Supp(e))) _ ot(d"*I7 (z,Supp(B))—d"*// (z,Supp(a)))
< Crp - max | bl T (2! v) — dF T (2! u) — ((dF (2, 0) —

w€Supp(a),vESupp(B)
dLaff(x’u)) | .et(d(@,Supp(B))—d(x,Supp(a)))

avec Cyo = t - e!(Coo(3|S|,R)+4d(w,a')+426+2R)) Ci(3,| S|, R, d(z,2),n,t)

3éme étape : Majoration de | d2// (2, v) — dL* T (2!, u) — ((dP* 7 (2, v) —
-t (z,u)) |

a) Premiére majoration

Désignons par [z, 2’| une géodésique de x & 2’ et [u, v] une géodésique de
u a v, d étant la métrique des mots, nous aurons :
Comme dans la troisiéme étape de la preuve de la Proposition :

| <<dc(zwf)fd<(xx)v> — (dEo1 (2! ) — (207 (2, 0) — d(z,w)) |
< z z | (25 ([, 2') (), [u, o] (1) — (@20 ([, '] (k), [u, o] (I = 1) =

(a0 ([, ') (k = 1), fu, 0] (1) + (@*H ([, 2') (K = 1), [u, 0] (1= 1) |
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Or d([u,v] (1), [u,v] (I = 1)) = d([z,2'] (k), [z,2'] (k — 1)) = 1, on peut donc
appliquer [7.3] :

| d" S (@ v) = dPH (@ ) — (@5 (2, 0) — d(z,u)) |

: Cro(3151)
< ¥ ; T (o2’ () (0] D)

Or d([z, 2'] (k), [u,v] (1)) > d([x, 2], [u,v]) donc :

| dbed (! v) — d"II (o u) — (a5 (2, 0) — AP (2, 0)) |
d(z.a') d(u,)
— C10(4,|5))-d(z.a")-d(u,v)
< C(10(5 | S |) Z Z 1+d(:vac’] [w,v])) 101+d([zx} [u,0]))

b) De la méme maniére que dans la troisiéme étape de la preuve de la
Proposition on montre qu’il existe une constante C719(d, | S |, R, d(z, z))
telle que :

d(u,v) < C(710(67| S |,R,d(£€,27,)) ’ <| d(:l:,Supp(a)) - d(a:,Supp(ﬁ)) | +1)
avec Cr10(0,| S |, R, d(z,2")) = 1+ 4R + 2d(z, ") + 2C3(6,| S |, R)

ainsi qu'une constante Cr11(9, | S |, R, d(z, 2")) telle que :
d([:lj‘,xl] ) [U, U]) 2 d(l’, Supp(ﬁ)) - 0711(67 ‘ S ’7 R7 d(ilj‘,:l?l))
avec : Cr11(6,] S|, R, d(z,2")) = bR + 3d(x,2") + 2C30(, | S |, R)

c) Conclusion : Nous savons que

| dbe (o, v) — d"I (2! u) — (a5 (2, v) — d"0 (2, ) |
C10(5,18))-d(z,z")-d(u,v)
= 1+d([z,2'],[u,v]))

et que :
L d(u,v) < Cro - (| d(z, Supp(a)) — d(z, Supp(B)) | +1)
2. d([I’ l‘l] ) [u,v]) > d(‘% SUpp(ﬁ)) - 0411(57 | S |7 R, d(I, lJ))
Donc :
| (@7 (2!, v) = d" I (2! u) — ((d5 (2,0) = a7 (2, u)) |
< Cio - d(z,2') - Crio - (| d(@, Supp()) — d(z, Supp(B)) | +1)) * TramwreD
< Cni - (| d(=, Supp(e)) — d(z, Supp(B)) | +1)) - Tramsumm@y
Avec
071(5a | S |7R7 d(l’,l'/)) =
Cio(8,] S']) - Crio(6,] S|, R, d(z, "))
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4éme étape :

|< (etdaj?aff 0G0 emtdy! gzt Gypo e~t) (), B >|

<Crr  max. | u)—dP I ()~ (@0 (o, )= (2, ) |
w€ Supp(a),vESupp(B)

Hd(@,Supp(B)=d(z,Supp(@)). | < 2’ (), B >| d’aprés la 2éme étape

< Cro - Cs6 - Cr1 - (| d(z, Supp(a)) — d(z, Supp(B)) | +1)) - m :
etd(@,Supp(B))—d(w,Supp(@)) P’apres le Théoréme et la 3éme étape.
5éme étape : Majoration de <[ €' o (G, g — Gug) 0 e (a), 5 >
Par définition :

Fuo— Fuo=h" —h*
Nous savons d’aprés le Théoréme que :
< (W = 1) (@), 8 >[< Caa(6.] S |, Rud(ar, a’)) - X
Donc :

< e o (B — h*) o e ¥ (a), B >

= ¢Hd(@.Supp(B)~d(xSupp(@). | < (h2' — p7)(ax), B >
< 6t(d(a¢,Supp(5)—d(m,Supp(a)))-‘rtCGO . 032(57| S |, R, d(:);,x/)) . )\Z(%Supp(ﬁ)) d’aprés
le Lemme [T.5]

6éme Etape : Conclusion

< (Garp = Ga)(@), B >
< Cro - Cy6 - Cry -+ (| d(z, Supp()) — d(z, Supp(8)) | +1) Tz sy -
etd(@Supp(8))—d(@Supp(a)) 4 (Hd(@Supp(B)—d(w,Supp(a))+tCo0 . C1y,, . A& Surp(5)

< (| d(z, Supp(a)) — d(x, Supp(B)) | +1)) - eee-Surpi)=dl.Surp(e))

Clag- d(z,Supp(B
(RS + e - XS

Posons ¢(s) = Grotaseln 4 otCoo . (g, . \§ alors lim ¢(s) = 0.

1+s s——+00
Alors :

|< (GZ”,t - G:L‘,t)(a)a/g >|

< (| d(x, Supp(c)) — d(x, Supp(5)) |
+1)) - etldl@Supp(8)—d(@.Surp(@) . (d(z, Supp(B)))

De la méme maniére que dans la lére étape du Théoréme [6.22, on montre
alors que Gy — G est un opérateur compact [
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Proposition 7.8. Pourt suffisamment grand : pour tout s € [0;1], [J1,, 7 (g)]
est un opérateur compact.
Preuve :

—td%aff

JL = e (04 [(1 = 5)J, + sh*] D[(1 — 5)J, + sh*])e
= et gett™ T et (1 — 5)J, + sh*] D [(1 — 8)J, + sh*])e """

Or:

_talets

s ([(1 = 8)J, + sh®) O [(1 — s)J, + sh?])e
= [etdm”([(l — 8)J, + sh*] e*tdm”] 0 [etdLaff (1—s)J, + shx])e*tdﬂ%aff car

Laff
J et et " commutent
Ainsi :

[st’ ]

N1 = )T sk 0 [ (L )+ sh7] e ()]
(1= 5)J, + she] e " (9, m(g)] """ [(1 — )T, + sh®] et
(

N w(g)| O1(1 = s)J, + she] e

1-—
et ([(1 =

e (1= )k st

Etudions chaque terme :
1. [0,7(g)] =0om(g) —m(g) o0 =0 d’aprés le Lemme

2. elds aff([(l — 8)J + sh] etz
=(1- s)etd;%“ff Joetd I o getdi®! p o—tdzel

Laff _yqLlaff
Or, pour t suffisamment grand, [etdx Jye~td

,W(g)] est un opéra-
teur compact car les opérateurs construits par V. Lafforgue sont G—
équivariants a compact prés (Cf. [Laf], Lemme 5.2 p.200 : le module
construit par V. Lafforgue vérifie les mémes conditions qu’'un élément
de KK¢(C,C) al’exception de celle qui assure que I'opérateur est au-

Et etdL“ff hme—tdL“ff

toadjoint & compact prés). ,W(g)} est également

compact d’aprés le Lemme [7.7]
On en déduit que [etdm” (1 — ) J, + sh¥] et/ ﬂ(g)] est compact.

Or J¢ () est un idéal de B(*) donc [J},, w(g)] est bien compact [J
Proposition 7.9. Pour tout s € [0;1], (J},)> — 1 est un opérateur compact.

Preuve : Notons k7 = (1 — s).J, + sh®, alors d’aprés le Lemme [7.4] k”
est une homotopie contractante de complexes de Bar augmentés.
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L, = e (@4 [(1 = 8)T, + sh?] D [(1 — s)J, + sh])e
etds™!! (0+ kzzakx)e*tdﬂ%a“
Posons [¥ = kYOkY.
Alors :
(Jslt)L = i
e (O 4 12)(0 + 12)e
= tdm” (017 + 120 + [27) et

En reprenant les mémes arguments que dans la preuve de la Proposition [6.24
on montre que, modulo un opérateur compact, on a :

1. IZI2 =0
2.04+020=1
D’ou, a un opérateur compact pres : :

(J1,)? = et (1) = 10

D’aprés les Prop081t10ns E et . St sefo;1) définit donc bien une ho-
motopie entre triplets [

Proposition 7.10. Pour tout s € [0;1], [JZ,,7(g)] est un opérateur com-
pact.

Preuve :

(72, 7(g)] = |-z sd) (4 propyrye A=zt o) (g
Pour tout s € [0; 1], soit la distance d = (1 — s)d2*/ + sd,

Alors :
[J2,,7(9)] = ["%(0 + h™On")e "%, m(g)]

1. dkel7 et d, étant équivariantes sur G, il en est de méme pour d?

2. dball et d, étant toutes les deux quasi-isométriques a la métrique des
mots, il est est de méme pour d;

3. d’apres le Théoréme et le Lemme :

sup ’ ds('r? y) - d8($,7 y) - ds('r? y/> + ds($/> Z/) ’S
d(mvxl):d(y’y) 1

SIS 1 G5, | S Aol ] S )
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4. d’apres le Théoréme [6.8] et le Lemme [7.2] pour tous x,y € G et tout
z € geod({z,y}) :

| ds(xa Z) + ds('zvy) - ds(l’,y) |S 03(57 | S |) + 140
11 suffit alors de reprendre tous les arguments de la preuve du Théoréme [6.22]
pour montrer la compacité du commutateur [

Proposition 7.11. Pour tout s € [0;1], (J7,)> =1 est un opérateur compact.

Preuve :

(JSQt)2 _ et((l—s)d’“aff"‘s‘iw)(a + hxahm)(a + hmghm)e—t((l_s)dLaff+st)

_ et(l—s)dLaffetSCZ:c (a + hxahw>(a + hxahz)6—tsa7,,c)e—t(1—s)dLaff
_ et(l—s)dLaff (F2t )e—t(l—s)dL“ff

= et0=9)d" (1 4 [)e~t1=9)d""T oy [ est un opérateur compact (d’aprés la

Proposition [6.24))

= 1 4 t(=9)d" 7 [ —t(1—s)dbe/

Or, I’ensemble des opérateurs compacts forme un idéal bilatére de £ (7#7%)
donc

ot(1=s)dLals e —t(1—s)dbass
est bien compact [

D’apreés les Propositions et|7.11} (JZ,
pie entre triplets.
Nous venons donc de démontrer que notre triplet &,; = (%, 7, F,;) est
homotope au triplet défini par V. Lafforgue (lui-méme homotope a I’élément
gamma de G. Kasparov et G. Skandalis).

)sefo1] définit bien une homoto-

7.4 De prémodules aux véritables modules de Fredholm

D’aprés ce qui précede, notre triplet représente 1’élément gamma. Cepen-
dant, il s’agit seulement d’un pré-module de Fredholm(car il n’est pas auto-
adjoint modulo un opérateur compact). Nous allons finalement construire
une homotopie parmi les prémodules de Fredholm finiment sommables entre
notre prémodule €, , et un véritable module de Fredholm finiment sommable
représentant un élément Gamma réduit pour I'.

Modules de Fredholm finiment sommables sur les groupes hyperboliques 149



Proposition 7.12. Pourt >> 0, il existe un opérateur borné Fm tel que le
pré-module (F°, m, F,. 1) est un véritable module de Fredholm canoniquement
homotope a (%, m, Fy4) parmi des pré-modules p-sommables.

Preuve : Nous allons travailler dans les algébres %y = ZL(H)/.F et
F = L (H)]P(H) ou .F désigne l'idéal des opérateurs de rang fini.
La démonstration qui suit s’inspire de B.Blackadar (|Bl], Proposition 4.6.2 p
28).
Choisissons ¢ > 200 - In(| S |). D’aprés les deux propriétés précédentes,
F?, — 1€ % et pour tout g € G : [Foy,7(g)] € 1.

lére étape : Dans toute algébre A il existe une bijection entre :
1. ensemble des éléments F tels que F? =1
2. I'ensemble des éléments idempotents
Soit un opérateur tel que F'? = 1. Alors A est somme directe des deux espaces

propres associés Fy et E_;. Alors e = # est la projection sur F; le long de

E_1. En effet :
_ 142F+F? _ 142F+1
1. eoce= i = 20—
i F
2. siu € Ej alors e(u) = “*2(“) =utu =y

Réciproquement, soit e € A un idempotent. Posons F' = 2e — 1. Alors :
F2=(2e—1)o(2e—1)=4e*—2¢—2e+1=4e—4de+1=1

Notons ¢ cette bijection telle que ¢(F) = £ et ¢! (e) = 2¢ — 1

2éme étape : Montrons que tout triplet (2, 7, F') est homotope & un
triplet (2, 7, F) avec F autoadjoint dans %, .
Soit p = o qui est un opérateur idempotent.
Posons z = 14 (p— p*)(p* — p). On sait que (p —p*)(p* — p) est un opérateur
positif dont le spectre est inclus dans R* donc le spectre de z est inclus dans
[1; +o0].
0 ¢ [1;+00[ donc z est inversible, notons r = 271,

On a:

pz=p(1+(@—-p)® —p) =p(l+pp* —p—p*+p*p) car p*p* = (pp)* = p*
=p+ppp" —p—pp*+ppp

=p+pp" —p—pp"+ppp

= pp*p
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Le méme calcul conduit a I’égalité pz = zp = pp*p.
On sait que :

IP=PL = TEP =TPL = P =TPIL &= Pr =TPITr <= pPr =1rp

De la méme maniére, on montre que p*z = zp* = p*pp* d’ou rp* = p*r.
Posons maintenant ¢ = pp*r, alors ¢ est un projecteur auto-adjoint. En effet :

1. ¢ =r*pp* =rpp* = prp* = pp*r = q, en effet r = r* car z = 2*

2. ¢* = pp*rpp*r = rpp*pp*r = rpp*pp*r
= r(pp*p)p’r = rzpp’r = pp'r =q
On remarquera en particulier que si p est auto-adjoint alors z = r = 1 et
q=ppl =p.
On montre facilement que toutes les égalités précédentes restent valables dans

e%o et ,@1 .

Pour tout ¢ € [0; 1], posons : hy = (1 —t)p+tq et hy = ¥~ (hy) = 2hy — 1
dans Z (). .
Alors pour tout t € [0;1], h; est une projection. En effet :

hi = [(1—=t)p+tql [(1 —t)p + tq]

1 —1)*p® +t(1 — t)pg + t(1 — t)gp + t°¢”
1—t)?p+t(l—t)g+t(l—t)p+tiqg
1—2t+2+t—t)p+ (t—t*+1%)q
1—t)p+1iq

Montrons maintenant que h; définit une homotopie entre triplets de Eg(C, C) :

1. On sait que ﬁf = D, donc d’aprés la premiére étape, pour tout t € [0; 1],
h? = 1. On en déduit que h? — 1 = 0 dans %y, donc que h? — 1 est un
opérateur compact de £ (7).

2. De plus, tous les membres des égalités établies au début de cette étape
commutent avec 7(g). En effet, dans 1'algébre %y, pour tout g € G :
[Fr+,m(g)] = 0. Par conséquent p commute avec 7(g) pour tout g € G.
Montrons que p* commute aussi avec 7(g) pour tout g € G :

[7(9),p"] = [p, 7(9)"]"
= [p,7(g)"!]" car 7 est une représentation unitaire

= 0" = 0 dans les algébres Z, et %,

Par conséquent, pour tout ¢ € [0; 1], h; commute avec 7(g). On en dé-
duit que [h, 7(g)] = 0 dans Xy, c’est-a-dire que [hy, m(g)] est compact
dans £ (7).
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h; définit donc bien une homotopie entre les deux triplets.

3éme étape : Nous avons prouvé que notre triplet (%, 7, F, ;) est
homotope au triplet défini par V. Lafforgue, lui-méme homotope a I’élément
gamma de G. Kasparov et G. Skandalis.
Il existe donc une homotopie (Hy)secp 1) telle que Hy = Fyp et Hy = FES g
FES est 'opérateur du triplet de Kasparov et Skandalis représentant 1’élé-
ment gamma.

Pour tout s € [0, 1], d’aprés I'étape précédente, H est homotope a un
opérateur K, auto-adjoint.
Or, F&9 est auto-adjoint, donc I'opérateur K; = FX9 est homotope a K.
Les égalités montrées dans la deuxiéme étape restent valables dans %, le
triplet (€%, 7, Ky) est donc auto-adjoint et définit un module de Fredholm
finiment sommable tel que défini dans la Définition [3.5]

Le triplet (2%, m, F,;) est donc équivalent a (%, m, Ky) qui est un
module de Fredholm finiment sommable []

Pour tout groupe hyperbolique finiment engendré, nous venons de prou-
ver l'existence d’un module de Fredholm finiment sommable représentant
I’élément gamma.

Notre objectif est donc atteint, nous avons démontré que :

Théoréme principal : Soit (G,S) un groupe 0— hyper-
bolique engendré par le systéme fini symétrique S. Alors le tri-
plet (,%”“s,ﬂ,ﬁ’x,t) est un module de Fredholm pour ¢ >> 0, qui est
p—sommable et qui représente I’élément v € K K;(C, C) de Kasparov-

Skandalis de G.
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