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1 INTRODUCTION

Tout d’abord, nous commencgons par définir I'indice par rapport & zéro
d’un lacet dans le plan complexe privé de 0. Nous démontrons que deux la-
cets sont homotopes si et seulement si ils ont le méme indice par rapport a 0.
Cette propriété est trés utile pour simplifier les démonstrations des égalités
d’indice.

Puis nous définissons les opérateurs de Fredholm : étant donnés H et H’
deux espaces de Hilbert ainsi qu'un opérateur borné T' € L(H,H'), on dit
que T est de Fredholm lorsque :

1. la dimension du noyau est finie

2. la dimension du conoyau est finie

L’indice de Fredholm est alors défini par :

Ind(T) = dim(Ker(T)) — codim(Im(T)).

Deux cas se présentent :
1. Si l'indice de T" est non nul alors 7" n’est pas inversible.

2. Silindice est nul alors il existe un opérateur compact K tel que T+ K
est inversible.

Notons F(H,H') 'ensemble des opérateurs de Fredholm. Nous établis-
sons que F(H,H') est stable sous déformations compactes ainsi que sous de
petites déformations en normes. De plus, si noyau et conoyau sont modifiés
sous ces déformations, 'indice de 'opérateur, lui, reste inchangé.

Nous montrons que Uapplication Indice : F(H,H') — Z identifie 'en-
semble des composantes connexes de F(H,H') avec ’ensemble des entiers
relatifs.

Ensuite, nous introduisons 1'opérateur de Toeplitz T associé¢ a une fonc-
tion f : S* — C. Nous démontrons que si f est continue et inversible alors T}
est de Fredholm et que son indice de Fredholm est égal a 'opposé de 'indice
de son lacet associé f :

Ind(Ty) = —Indg,
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Nous mettons donc en relation deux invariants sous déformation conti-
nue : un invariant analytique (I'indice de Fredholm) et un invariant topolo-
gique (I'indice dun lacet).

Enfin, dans le cas particuliers ou f est continue, inversible et telle que
[F,my] est un opérateur tracable (cela est satisfait pour des lacets suffisam-
ment réguliers), nous établissons une formule d’indice explicite, qui est de
nature purement algébrique :

Ind(Ty) = 3Tr(mg- [F,my])

ou F'=2P — I, P étant la projection sur l'espace de Hardy.
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2 Classes d’homotopie des lacets dans le plan
privé d’un point.

Soit A C C.Un lacet dans A est une application continue 7 : [0;1] — C
que y(0) = (1) et v([0; 1]) C A. L’homotopie formalise la notion de déforma-
tion continue d’un objet & un autre. Ainsi, deux lacets sont dits homotopes
lorsqu’il est possible de passer continument de I'un & 'autre. L’indice d’un
lacet est un entier qui va nous permettre de caractériser I’homotopie entre
deux lacets : deux lacets sont homotopes si et seulement si ils ont le méme
indice par rapport a 0.

C’est la définition la plus générale de I'indice qui sera présentée ici : elle
permettra de définir I'indice d’un lacet dans le cas « continu » et pas seule-
ment dans le cas « différentiable par morceaux ». Elle utilise la propriété de
relevement des chemins dans le revétement universel réalisé par ’exponen-
tielle complexe.

Dans le cas particulier ou un lacet v dans C* est différentiable par morceaux,
nous montrerons que Ind,, = ﬁ f”/ % dz.

2.1 Homotopie.

Définition 2.1 Soient X et Y deux espaces topologiques et soient fo: X —
Y et fy : X = Y des applications continues. On dit que fy est homotope a
f1 lorsqu’il existe une application continue F': X x [0;1] — Y telle que pour
tout x € X, F(x,0) = fo(x) et F(z,1) = fi(x).

Lemme 2.2 (Lemme de recollement) Soient X et Y des espaces topo-

logiques. Supposons que X = AU B ou A et B sont des sous-ensembles

fermés de X. Soient fi : A — Y et fo : B — Y des applications continues

telles que fi1(z) = fo(x) pour tout x € AN B. Soit g : X — Y définie par
fi(z) si ze A

9(33) = f2($)) si re B Alors g est continue.

Proposition 2.3 L’homotopie est une relation d’équivalence.

Preuve :
1. Soit f € C(X,Y), posons F': X x[0;1] — Y définie par F(x,t) = f(z).
Et soit F': X x [0; 1] — X définie par i(x,t) = z, alors i est continue et
F = f oi. Par composition, F' est continue sur X x [0; 1] et pour tout
re X:F(x,0)= f(zx) et F(z,1) = f(z) donc f ~ f
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2. Supposons que f ~ g. Alors il existe F' : X x [0;1] — Y continue
telle que pour tout x € X, F(z,0) = fo(z) et F(x,1) = fi(x). Soit
G : X x[0;1] — Y définie par G(z,t) = F(x,1—t). Alors G est continue
car ¢ : [0;1] — [0;1] définie par ¢(t) = 1 — t est continue sur [0;1].
D’ou g ~ f.

3. Soient f,g et h telles que f ~ g et g ~ h. Alors il existe des fonctions
continues F,G : X x [0;1] — Y telles que F(x,0) = f(x), F(x,1) =
g(x) = G(z,0) et G(z,1) = h(z). Soit H : X x [0;1] — Y définie

: 1
par H(z,t) = G(x,FQSSxLQI; : ziii 2 . Alors H(x,0) = f(x) et

H(z,1) = h(x). Par ailleurs, d’aprés le lemme de recollement, H est

continue. Donc f ~ hLJ.

Définition 2.4 Deux chemins v, et o de xo a x1sont dits homotopes lors-
qu’il existe une application continue F : [0;1] x [0;1] — C telle que :

1. pour tout t € [0;1] , y(t) = F(t,0) et v1(t) = F(t,1).

2. pour tout t € [0;1], F(0,t) =z et F(1,t) = x;.

Remarque 2.5 1. La relation d’homotopie entre chemins est une rela-
tion d’homotopie au sens usuel entre deux applications avec la condition
supplémentaire que les extrémités restent fixes a travers [’homotopie.

2. La relation d’homotopie entre chemins reste une relation d’équivalence.

2.2 Relévement de chemins.

Définition 2.6 Un espace X est localement connexe par arc lorsque tout
point x € X et tout ouvert V contenant x, il existe un ouvert U avec x €
U C V tel que pour tout (x1,x2) € U il existe un chemin « de x1 & xo tel
que a([0;1]) C V

Définition 2.7 Soient X et X localement connezes par arcs et soit p : X =
X continue. On dit que (X,p) est un revétement de X lorsque :

1. p est surjective

2. Pour tout x € X il existe un ouvert U de X contenant x tel que
p Y U) est union d’ouverts disjoints (V;)ie 1 avec py, : Vi — U est
un homéomorphisme pour tout © € I. Nous dirons que ["ouvert U est
admassible.
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Proposition 2.8 Notons exp lexponentielle complexe. Alors (C,exp) est un
revétement de C*

Preuve :

1. exp : C — C* est surjective :soit z € C*. C* étant connexe par arc,
il existe un chemin ¢ : [0,1] — C* de classe C' tel que ((0) = 1 et

¢(1) = z. Soit [ : [0, 1] — C définie par [(t) = Ot %((S))ds

¢ et ¢’ sont continus et ¢ ne s’annule pas donc gl est continue et [ est
<. Posons g(t) = C(t)exp(—1(t)). Alors :

g'(t) = {'(texp(—I(t) — Saexp(=I(t)) = 0. Donc g est constante :
g(t) = ¢(0) = 1. Ainsi : exp(I(t)) = ((t) pour tout ¢t € [0,1]. En
particulier : exp(l(1)) = ((1) = z, d’ou la surjectivité.

dérivable de dérivée I'(t) =

2. Soit z € C*et § € [—m, 7| qui n’est pas un argument de z. Posons Uy =
{z € C* arg(z) # 0}. Alors p~'(Uy) est 'union disjointe des ouverts
Vi, ={z€ C,|Im(z) —0 —2mn| <} avec n € N. Enfin, pour tout
ne N, ,p:V, = Uy est un homéomorphisme [].

Théoréme 2.9 : Soit ()N(,p) un revétement de X et soit Y un espace com-
pact, connexe et localement connexe. Soient f 1Y — XetF:Yx 0,1] - X
une homotopie telle que F(y,0) = (p(f(y)) pour tout y € Y. Alors, il existe
une homotopie G 1Y x [0,1] — X telle que :

1. Yy € Y,G(y,0) = f(y)
2. poG=H

~

Y

Al

Preuve : Notons I = [0,1]. Y X [ est compact car Y et I le sont. Ainsi,
F(Y x I) est compact car F' est continue. Tout x € F(X x I) admet un
ouvert U, admissible. Donc F(Y x I) peut étre recouvert par les ouverts U,.
F(Y x I) étant compact, d’aprés la propriété de Borel Lesbesque, on peut
en extraire un sous recouvrement fini : Uy, Us, ..;, U,.

Y % [0, 1]F—>

Ainsi, F7Y(Uy), F~Y(Us),..; F~1(U,) est un recouvrement fini d’ouverts
de Y x I. Les ouverts du type V X |a,b[ ot V est un ouvert de Y et
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0 < a < b < 1 engendrent les ouverts de Y x I. Y étant compact, il
existe donc un recouvrement fini {V,},. ; d’ouverts connexes de Y et des
réels 0 = tg < t; < ... <ty = 1 tels que : pour tout o € J et pour tout
i€ {0,k—1}, il existe Il € {1,7} tel que V,, X [t;,t;41] € F~1(U;). Dou
F(Va X [ti,ti+1]) C Ul-

Nous allons créer G : Y X 0,1] — X en construisant des applications
G;:Y X [ti_1,t;] — X telles que :

1. poG; = F|Yx[ti,1,ti]

2. (G; est continue.

3. Gi=Giprsur Y X [ti1, ;] NY x [ty tia] = {(y,t:);y € Y}

Soit j < k — 1, supposons les GG; définies pour 0 < ¢ < j. Construisons G,
vérifiant les trois propriétés ci-dessus.

Pour que (3) soit vérifiée, on a nécessairement : G,11(y,t;) = G;(y,t;)
Comme V, est connexe et que G; est continue, G;(V, x {t;}) est connexe et
vérifie : poG,(Vy x{t;}) = F(V,x{t;}) C U,. Par conséquent, G;(V, x{t;} est
inclus dans un des ouverts W, C p‘l(Ul). Nous savons que p : W, — U, est
un homéomorphisme. On peut donc définir 'application G¢,, = (pw,)to
Fiv, xt;.t;+1)- Reste a définir application G, définie sur ¥ x [tj,th] tout
entier. Nous allons l'obtenir en posant Gj1(y,t) = G%,(y,t) si (y,t) €

V, X [tj,tj+1]. Reste a vérifier que :

1. G4 est alors bien définie : Soit (a, 3) € J? tels que V, N V3 non
vide. Supposons que si v € {«, B} alors G;(V, x {t;}) C W, avec
p: Wy = U etp: Wg— U, les deux homéomorphismes associés par
le relévement. Il nous faut montrer que G, et Gf 41 coincident sur
(VaNVg) x [t,, tj4].
Par construction : G§,, = G sur V, x {t;} et G?H = Gjsur Vi x {t;}
donc G, = Gfﬂ sur (Vo NV3) x {t;}.

Or tout point de (V, N Vp) x [tj,tjﬂ] peut étre relié & un point de
(Va N V3) x {t;} par un arc de (V, N'Vj3) x [t,,t;41]. Donc, par conti-
nuité de G%,1, on a: G2, (VaNV3) X [t,,tj41]) C WaNWp, de méme :
GJ o (Va N V) x [t,,t541]) € Wa N W5 (%),

Or:po G?H =Dpo° (p\Wa>_1 O L Vax[tytjy] = F\Vax[t]"tﬁﬂ et
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pbo G?—‘,—l =po (p\Wﬁ>_1 o F]VaX[tj,tj+1] = F]Vﬁx[tj,tj+1]' D’ou :

poG§ = ponJrl sur (VanVs)x [t,,tj41] (**). Par ailleurs, pyw, = pw,
sur W, N Wj, donc d’apres (*) et (**) : G%,, = Gfﬂ sur (V, NVj3) x
[tj’tjﬂ}'

2. Gji1 est continue : G4, est continue sur V,, X [t;,;41] et sur Vs X
[tj,t;+1] et les restrictions de G4 & ses deux ensembles sont égales sur
(Va N V3) x [t,,t;11]. Done, d’apreés le lemme de recollement G est
continue.

3. Par le méme raisonnement, on montre que (G; est bien définie : on pose
G1(y,to) = f(y) pour tout y € Y puis on prolonge G; & Y X [ty, t1].
Chaque G; est continue sur Y x [t;_1,t;] et G; = Giq sur Y x [t;_1,t;]NY X

[ti,tiy1] donc, d’apres le lemme de recollement, G est continue sur Y x [0, 1] O

Corollaire 2.10 Soit ()z,p) un revétement de X . Soit v un chemin dans X.
Posons v(0) = xg € X et soit zp € X tel que p(xg) = xo. Alors il existe un
chemin v dans X d’origine xy tel que po7y = 7.

On dit que v est un relevement de v d’origine xy.

X
7
'y P
0,1 =X

Remarque 2.11 [l est possible de prouver ['unicité d’un tel chemin 7.

Preuve du Corollaire 2.10 : Posons Y = {yo} et définissons f : Y — X
par f(yo) = Zo. Soit F' : Y x [0,1] — X telle que F(yo,t) = (). Alors
F(y0,0) = v(0) = zg et p(f(v0)) = p(xo) = p(xo). Par ailleurs, Y est compact,
connexe et localement connexe. Donc, d’aprés le Théoréme 2.9, il existe une
homotopie G : Y x [0,1] = X telle que po G = F et G(yo,0) = f(yo) =
Tg. Alors 7 : [0,1] — X définie par ¥(t) = G(yo,t) posséde les propriétés
attendues L.

2.3 Indice d’un lacet.

Nous sommes maintenant en mesure de définir I'indice d’un lacet. Deux
lacets seront homotopes si et seulement si ils ont le méme indice. Par ailleurs,
la relation d’homotopie étant une relation d’équivalence, nous allons mettre
en évidence un représentant particulier pour chaque classe d’homotopie.
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Définition 2.12 Soit A C C.Un lacet dans A est une application continue
7 :[0;1] = C que v(0) = y(1) et v([0;1]) C A.

Théoréme 2.13 Si~y :[0,1] — C* est un lacet dans le plan complexe privé
de lorigine, alors il existe un relevement 5 : [0,1] — C de v a travers
’exponentielle complexe. C’est-a-dire un chemin 7 : [0,1] — C tel que €7 = 7.

C
~ 7
7 Lel’p
0,1] L~ C*

Remarque 2.14 v est un chemin mais n’est pas nécessairement un lacet
(ie : il se peut que Y(0) # (1) ).

Preuve du Théoréme 2.13 : Nous savons que (C, exp) est un revéte-
ment de C*. Donc, d’apreés le corollaire précédent, il existe un chemin 7y dans
X d’origine xy tel que exp oy = ~O.

Proposition 2.15 Soit 7 : [0,1] — C* un lacet dans le plan complexe privé
de lorigine. Et soit ¥ : [0,1] — C un de ses relevements. Alors la quantité
5= (7(1)—=7(0)) est un nombre entier qui ne dépend pas du relevement choisi.
Nous Uappellerons Uindice de vy par rapport a O, noté Ind, .

Preuve : v(0) # 0 car 7(0) € C* d’ou % = /W70 = % = 1. Ainsi

¥(1) =7(0) € (exp)~t({1}). Posons z = x + iy alors :

e =1l<=ceW=1<=ax=0etyec 2mZ.
D’ou :
1. Si % est un autre relevement de v alors e’ = €7 donc % — 7 est a

valeurs dans 2miZ. Posons d = 7 — 7 alors d est continue sur [0, 1]
et a valeurs dans 2miZ, elle est donc constante. D’ot d(1) = d(0) et

(1) =5(0) =7(1) = 3(0).
2. (1) =7(0) € 2miZ et =(3(1) —7(0)) € ZO

Théoréme 2.16 Pour chaque lacet v dans C*, différentiable par morceaux :

Ind,o = 5 [, 3 dz

271
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Preuve : Remarquons tout d’abord que 7' (t) = (7)'(t)e¥ Donc : 5 f .

271'1
t)e7 (1)

27rz fO 'y(t dt — 2m fO 7)e7<t) dt = omi fO / dt - ﬁ(i( ) ( ))

Remarque 2.17 L’indice est donc un invariant aussi bien topologique que
analytique.

Théoréme 2.18 Deux lacets sont homotopes si et seulement si ils ont le
méme indice par rapport a 0.

Preuve :

1. Soient 7; et 75 deux lacets homotopes. Alors il existe F': [0, 1] x [0, 1] —
C* telle que pour tout t € [0,1],7(t) = F(t,0) et t € [0,1],72(t) =
F(t,1). D’apreés le Théoréme 2.9, il existe G : [0,1] x [0,1] — C tel que
e@®?) = F(t,r) Soient les lacets :

(a) 41 défini par 41(t) = G(t,0) . Alors () = GO =
71(t). Donc 4y est un relévement de vy et Ind,, o = 7= (G(1,0) —
G(0,0))

(b) 4 deéfini par y»(t) = G(t,1) . Alors e'® = Gt) = F
Y2(t).Donc 7, est un relévement de 72 et Ind,, o = 5 (G(1,1) —
G(0,1))

Posons d(t) = G(1,t) — G(0,t) alors e¥® = 1 car et = G0 En

effet, pour tout ¢ € [0,1]v(z) = F(z,t) est un lacet. D’ou d(t) € 2miZ
et d étant continue sur [0,1], d est nécessairement constante. Ainsi

I’I‘Ldv%o = ﬁd(l) = d(O) = ]nd'y1,O

2. Supposons maintenant que y; et v, ont le méme indice. Montrons qu’ils
sont homotopes. Soient 71 et 71 des relévements respectifs de v, et 7,.
Alors 71(1) — 41(0) = 42(1) — 42(0) () car ;1 et vy, ont le méme indice.
Définissons application H : [0,1] x [0,1] par H(z,t) = (1 — t)Y1(z) +
t¥2(z). Alors H est continue sur [0, 1] x [0, 1] et vérifie : H(z,0) = ()
et H(z,1) = 42(z) pour tout = € [0,1].

Posons maintenant H = exp o H. Alors :

(a) H(z,0) = A0 = 7 = 3, (a)

(b) H(z,1) = @D = 2@ = (1)

Il reste & vérifier que pour tout ¢ € [0, 1],~(z) = H(z,t) est un lacet :

H(1,t) = H(0,1) = (L = )7(1) + t92(1) — (1 = )71(0) — t92(0) =
(1 =t)(n(1) = 71(0)) + 1(72(1) —72(0)) = 27wilnd,, o d’aprés (x). Or
Ind, o € Z donc 1= HOD = 1 et H(1,t) = H(0,t). Ainsi, H est
bien une homotopie de lacets entre v; et v, s’ils ont le méme indice [
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Corollaire 2.19 Soit v un lacet d’indice n € 7Z par rapport a 0. Alors v est
homotope au lacet 7y, défini par v, (t) = e*™nt.

Preuve : v, est un lacet dans C* différentiable, donc, d’aprés le Théoréme
2.16 :

1 lgs= L o g4 —
2mi Jyn 2 T 2w JO yn(t) dt =n

]nd%“o =

D’apreés le Théoréme 2.18, v est homotope au lacet +, car ils ont le méme
indice par rapport a 0 [

3 Théorie élémentaire des opérateurs de Toe-
plitz.

Définition 3.1 Soit S' = {z € C,|z| = 1}. La mesure de Lebesque p sur
St est l'unique mesure borélienne positive de masse totale 1 invariante par
les rotations. Pour toute fonction continue f : St — C :

[o F)dp = [y f(e™) dt.

Posons e, : S' — C défini par e,(z) = 2" alors (e,)nc z est une base
hilbertienne de L*(S") muni du produit scalaire < f|g >= [o, fgdp.

Si f € L*(S') alors f admet une série de Fourier :

f(z) - Z anz" avec a, = f(n) — fol f(ezmt)e—27mit dt

ne 7z

Définition 3.2 Définissons les applications e, : S* — C, pour n € Z, par
en(2) = zls1. L'espace de Hardy H? (aussi noté H*(S')) est la cloture de
{en,n € N} dans l'espace de Hilbert L*(S*,dpu) .

Remarque 3.3 1. H? = {f e L*(SY)/f(n)=0,¥Yn < 0}. Les vecteurs

{en,n € N} forment une base orthonormale de H. Par conséquent, si
f € H alors f admet une série de Fourier du type : f(z) = ) a,z".
n>0

2. H? est le complémentaire orthogonal de {e,,n < —1} dans l’espace de

Hilbert L*(S', dt) .
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5. Ona | flle = \/Jy |Flex)f2ar.

Proposition 3.4 Soit f € C(S',C). Alors Uapplication My : L*(S', dt) —
L*(SY,dt) définie par M;(g) = fg est un opérateur linéaire borné avec :

1My} = 11 flloo -

Preuve :
1. La linéarité est triviale.

2. 1l s’agit d’un opérateur borné d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
En effet : [|M¢(g)I15 < [I£]1% x [lgll3 done [M[| < || f]ls.

3. Soit € > 0. Posons A. ={z€ S'/| f(z)|> N —c}ou N = | f|lc-
Soit la fonction ¢ : S' — C définie par :

1 si ze A
9(z) = {

0 sinon
Alors :
1M () lezqsny = o/ Jor | F(2g=) 12 dz = [T, 11(2) 2
>\/fA —52dz—\N—€] Ju dz=[ N —e| x|lglle2sn)

Il vient alors :

125 @2t o pr

||9HL2(51)

M| =
L’inégalité étant vraie pour tout € > 0, il vient : ||Mr]| > || f|lC

Proposition 3.5 M} = M;.

Preuve : Soient g, h € L*(S") alors < My(h)|g >=< fhlg >= [ fhgdu =
S hifgdp =< h|Mzg >. Dot M} = M.

Définition 3.6 Soit f € C(S',C). Notons P : L*(S') — H? la projection
orthogonale sur H?. L’opérateur Ty : H* — H?* défini par Ty = P o My est
appelé l'opérateur de Toeplitz associé a f.

Proposition 3.7 Soit f € C(S*,C), on a :

LATel < N flloe
2. T; =T
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Preuve :
1. Soit f € C(S',C) :
[Tyl = [|PP o M| < ||P[| x || M]]

Or, P étant une projection orthogonale :||P|| = 1, d’ou :

T¢Il < Mgl < [].flloo
2. Soit g € H? alors P(g) = g d’ou :M;P(g) = Mg et PM;P(g) =
PMy(g) . Ainsi : PMyP = Ty. Il vient : T} = (PM¢P)* = P*Mj;P*.
Or P est auto-adjoint comme projection orthogonale et M7 = M5
D'ou : T} = PMzP = T30

Théoréme 3.8 Soit f € C(S'). L'opérateur de Hankel, H; : H* — (H?)*
défini par Hy = (I — P) o My = My — T} est compact.

Rappel 3.9 (Théoreme de Stone- Weierstrass compleze) : Soient S un espace
compact et A une sous algébre de C(S,C). On suppose que :

1. A sépare les points de S (ie : pour tout x,y € S,3IP € A, P(x)# P(y))

2.1ge A

3. pour chaque f € A, la fonction conjuguée f appartient aussi & A
Alors A est dense dans C(S,C).

Preuve du théoréme 3.8 : f € C(S') donc, d’aprés le théoréme de
Stone-Weierstrass, f est limite uniforme d’une suite de fonctions polynomes

pn(z,z) : ngrfoo ”.f _anoo =0
1. si f =2k k>0.

Tout d’abord, P est la projection orthogonale de L?(S;) sur H? donc
(I — P)(L3(S1)) C (H*)™*. Soit g € H? . Par définition de H? : g(z) =

1
o0 oo
> 2™ ot Y ¢,2" converge pour la norme sur H2 On a : M (g) =

xS ez =28 x Y 2 = 3 2™ Alors My(g) € H donc
n=0

= n=0 n=0
Ty(g) = P(M;(g)) = Ms(g) et Hi(g) = Ms(g) — M(g) = 0. Par
conséquent, Hy est compact.

2. si f=z2Fk>0.
Comme ci-dessus, soit g € H? avec g(z) = >_ ¢,2" . On a: M(g) =
n=0

XY ez =27"x Y 2" = 3 ep2 R Do P(My(g) = P(Y ¢,2"7F)
n=0 n=0 = n=0

n=0

L’indice des opérateurs de Toeplitz classiques. 15



o0

P(S ot ) HP(5S ™) = 5 ot * et Tylg) = My(a)-p(Ms (o)
ch”’“ Zcz”k Zcz”k

Tf étant de rang fini, ¢ est un opérateur compact.

3. Cas général. L’ensemble des opérateurs compacts a une structure d’es-
pace vectoriel donc,pour tout n € N, H, est un opérateur compact.
Remarquons tout d’abord que pour tout g € H :

My(g) — My, (9) = g — g = (f = Pa)g = M;—p,(9).
Drou: |Hy — Hyp, || = | Hy—p, || = |(/ = P) o My_p,|
< | = Pl x [[My—p, || = II = P[| X || f = pnlloo -
Or, par construction, lirf |f — pnll = 0. Ainsi, Hy est un opérateur
n—-—+0oo

compact comme limite d’une suite d’opérateurs compacts [

Corollaire 3.10 Soient f,g € C(S*) alors Ty o T, — T}, est un opérateur
compact.

Preuve : remarquons tout d’abord que MM, = My, donc :

TroT,—T¢, = PMyPM,— PMs, = PM¢(P—1)M,=—-P»M;H,

Or PM; est un opérateur borné et H, est un opérateur compact donc
Ty oTy — T}, est un opérateur compact]

Remarque 3.11 D’apres le corollaire précédent, si f,g € C(S') alors :
TyTy =Tpy + K ot K est un opérateur compact.

4 Opérateurs de Fredholm et leur indice.

Les opérateurs Fredholm sont des opérateurs ayant un noyau de dimension
finie et une image de codimension finie. Nous montrerons que l’ensemble
des opérateurs de Fredholm contient tous les opérateurs entre espaces de
dimensions finies ainsi que les opérateurs inversibles modulo un opérateur
compact.

Nous allons nous intéresser aux principales propriétés des opérateurs de
Fredholm. Nous verrons que le caractére "Fredholm" ainsi que I'indice restent
stables sous l'effet d’une petite perturbation en norme ainsi que sous 'effet
d’une perturbation par un opérateur compact.
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Enfin, nous déduirons du corollaire 3.10 précédent que les opérateurs de
Toeplitz associés aux fonctions inversibles sont un exemple d’opérateurs de
Fredholm (ils sont inversibles modulo un opérateur compact).

4.1 Définition et premiéres propriétés.
Définition 4.1 Soient H et H' deux espaces de Hilbert séparables. Un opé-
rateur borné T € L(H,H') est appelé opérateur de Fredholm lorsque :

1. Ker(T) est de dimension finie.

2. Im(T) est de codimension finie (ie : I'espace vectoriel quotient H'/Im(T),
noté Coker(T), est de dimension finie).

On définit alors l'indice de T comme :
Ind(T) = dim(Ker(T)) — codim(Im(T)) = dim(Ker(T)) — dim(H'/Im(T))

Remarque 4.2 SiT € L(H,H') est bijectif alors Ker(T) = {0} et Im(T) =
H' est fermé de codimension nulle donc T est de Fredholm avec Ind(T) = 0.

Exemple 4.3 Considérons ’espace C*([0;1]) des fonctions f : [0;1] — C,
deux fois dérivables et a dérivée seconde continue, muni du produit scalaire :

< flg>=J; fx)g(x)da.

1l s’agit d’un espace de Hilbert.

Soit Uopérateur T : C*([0;1]) — C([0; 1)) défini par T(f) = f”. Il est claire-
ment surjectif et son noyau est de dimension 2 (le sous-espace vectoriel des
fonctions affines). Alors T est un opérateur de Fredholm avec Ind(T) = 2.

Contre-exemple 4.4 Supposons que la dimension de H soit infinie. Consi-
dérons lopérateur nul T € L(H,H') défini par T(z) = Oyp.

Alors Ker(T) = H est de dimension infinie. Donc T n’est pas de Fredholm.
Il en est de méme pour l'opérateur nul si la dimension de H' est infinie car
la codimension de Im(T') est alors infinie.

Exemple 4.5 Considérons le C espace vectoriel [* des suites complezes (x,,)n>0

telles que ||z|la = (/> |20 [ < 400 . Alors I*, muni du produit scalaire
n=0

o0
<z |y>= > x,Yn, est un espace de Hilbert.
n=0

Considérons la translation a gauche T, : 1> — [? telle que :
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Ty((Tn)n>0) = (Yn)nzo avec yo =0 et y, = x,1 sin > 1

1. T, est clairement linéaire et bornée.
2. Ker(T,) ne contient que la suite nulle. Donc dim(Ker(T,) =0
3. Dans Coker(T,) = I>/Im(T,), une classe d’équivalence contient toutes

les suites de méme premier terme. Donc codim(Im(T,)) =1

T, est donc un opérateur de Fredholm avec :

Ind(T,) = dim(Ker(T,) — codim(Im(T,) =0—1=—1

Remarque 4.6 On montre de méme que la translation a droite dans [* est
un opérateur de Fredholm d’indice 1.

Contre-exemple 4.7 Soit i € N. Considérons la projection canonique de
> sur C : P, : 1> — C définie par P;((zn)n>0) = ;-

P, est un opérateur linéaire borné.

Ker(P;) = {(zn)n>0 € I* | z; = 0} est de dimension infinie donc P; n’est pas
un opérateur de Fredholm.

Proposition 4.8 Soient V et W des espaces vectoriels complexes de dimen-
sion finie et soit T'€ L(V,W). Alors T est de Fredholm avec :

Ind(T) = dim(V') — dim(W).

Preuve : V et W étant de dimension finie, ce sont des espaces Hilbertiens
(on peut les munir d’un produit scalaire, ils sont complets) Ker(T') est sous
espace vectoriel de V' dimension finie avec, selon le théoréme du rang :

dim(Ker(T)) = dim(V') —rg(T).

Or Im(T') est de codimension dim (W) —rg(T") Ainsi T est de Fredholm avec
ind(T) = dim(Ker(T)) — codim(Im(T)) = dim(V) — rg(T) — (dim(W) —
rg(T)) = dim(V') — dim(W) O

Rappel 4.9 Théoréme des isomorphismes de Banach. Soient X etY
des espaces de Banach et f : X — Y linéaire, bijective et continue. Alors
Uapplication réciproque f~1 est continue.

Proposition 4.10 Si: T € L(H,H') est de Fredholm alors Im(T) est un
sous espace vectoriel fermé de H'.
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Preuve : T étant de Fredholm, H'/Im(T') est de dimension finie. Soit
donc {o7,73,...,T,} une base de H'/Im(T) avec v; € H . Notons V' =
Vect({vi,...,v,}) et W = Ker(T)*.

Soit WV’ la somme hilbertienne de W et de V' et soit I'application
g: W x V' — H telle que g(x,y) =T(z) +y.

1. g est linéaire et continue.
2. g est injective : soit (z,y) € WV’ tel que T'(x) +y = 0. Alors
T(x)=-ye Im(T)NnV"

p P —
T(x) € V'donc T(x) = > Nv; et T(z) € Im(T) donc T(z) =0 =
i=1

p
2&-1}7. Or {v1,73, ...,T,} une base de H'/Im(T') donc \; = ... = \, =

0. Finalement, T(x) =0donc z € Ker(T)N(Ker(T))* et x =0.
3. g est surjective : rappelons tout d’abord que, Ker(T) = T~ ({0}) étant
fermé : H = Ker(T)@ Ker(T)*. Soit i’ € H' — {0}. Deux cas :
(a) Si W' € Im(T) alors il existe x € H tel que ' = T'(x). De plus,
il existe y € Ker(T)et z€ W —{0} telsquex =y+ 2. On a:
T(z) = T(y) + T(z) = T(2), d'oit K = g(z,0).
(b) Si ' ¢ Im(T) alors il existe Aj,...,\, € K tels que i =0 =
P P P
SN Alors B — >~ N € Im(T') et B — > A\jw; # 0 car sinon
i=1 i=1 i=1
p
' € Im(T). Ainsi, il existe © € W tel que b — > \v; =
i=1
T(x). En effet * ¢ Ker(T) car i # 0 donc x € W car H =
P
Ker(T)@ Ker(T)*. On a alors : b = g(z, > A\jv;).
i=1

g:WEV'— H est donc linéaire, bijective et continue entre deux espaces
de Hilbert . D’aprés le théoréme de I'isomorphisme de Banach, g est donc un
homéomorphisme. g—! étant continue , (¢7')~1 (W x {0}) = g(W x {0}) =
{T(z),z € Ker(T)*)} = Im(T) est fermé O

Remarque 4.11 De nombreux ouvrages ajoutent la condition Im(T) fer-
mée a la définition d’un opérateur de Fredholm. La propriété précédente nous
montre que cela est superflu.

Contre-exemple 4.12 Un opérateur compact T € L(H,H'), ou H' est un
espace de Hilbert de dimension infinie, n’est pas de Fredholm.

L’indice des opérateurs de Toeplitz classiques. 19



Preuve : Soient H’' un espace de Hilbert de dimension infinie et T €
L(H,H') un opérateur compact . Supposons que T soit de Fredholm. Alors
Im(T) est fermée dans H’ qui est complet donc I'm(T') est un espace de Hil-
bert.

T :H — Im(T) est un opérateur continu et surjectif entre deux espaces de
Banach. Or, d’aprés le Théoréme de 'application ouverte, une application
linéaire continue surjective entre deux espaces de Banach est ouverte, donc
T est ouverte.

Soit B la boule unité ouverte de H, alors T'(B) est un voisinage ouvert de 0
dans I'm(T). Il existe donc r > 0 tel que :

B[m(T)(O, 7“) C T(B) C [m(T)

D’ou :

Bimr)(0,7) C T(B) C Im(T) = Im(T)

T étant compact, T'(B) est un compact de H.

Bimr)(0,7) est un fermé dans un compact, c’est donc un compact de H'. On
en déduit que la boule unité fermée est un compact de Im(7"). D’apreés le
théoréme de Riesz, Im(T) est donc de dimension finie.H étant de dimension
infinie Im donc Im(T') est de codimension infinie. Il y a contradiction avec

T de Fredholm [I.

4.2 Adjoint d’un opérateur de Fredholm.

Lemme 4.13 Soit T € L(H,H'). Alors Im(T) est fermé si et seulement si
Im(T*) est fermé.

Preuve :

1. si Im(T) est fermé alors Im(T) est complet car H' est de Hilbert.
L’application T, 1y : Ker(T )t — Im(T) est un un isomorphisme
d’espace de Hilbert. D’aprés le théoréme des isomorphismes de Banach,
Tiker(ry+ €st continue. Ainsi, par continuité de T
il existe k > 0 tel que, pour tout = € Ker(T)*, | T(x)| > kx| (*).

2. Supposons Im(T') fermé, montrons que I'm(7™) I'est aussi.
Soit (T™(x,))ne N une suite convergente, montrons que sa limite appar-
tient & Im(7™). On peut supposer que T%(z,) # 0, c’est a dire :

1, € Ker(T*)t = (Im(T)Y)*+ = Im(T).
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Or Im(T) est fermé donc z,, € Im(T) et il existe y, € Ker(T)* tel
que z, = T(y,).Ainsi T*(x,) = T*T (y,)).

Nous allons montrer que (y,) est de Cauchy.

(T*T(y,) est convergente donc bornée : il existe C' > 0 tel que pour

tout n € N, || T*T(y,)|| < C.
Dune part : <T*T(yn) | yn >< | TT (yn)[| X [|ynll < Cllyall
D’autre part, d’apreés (x) :

< T T(yn) | yn >=<T(yn) | T(yn) >= T (yn)I* = £*||ynl|?

Il vient : [|y,|| < C" = & et (y,) est bornée. On a :

<TT(Yn = Ym) | Yn = Ym >> K[|y — ym | et :

< T'T(Yn = Ym) | Yo = Ym >< (TT (Yo — yu)l| X [y — yull <
C'NIT* () — T* ()]

Dot [|yn — ym|* < ST (@n) — T* (@) (T*(24))ne n étant une suite
convergente, (y,) est de Cauchy donc converge vers y € H . Par conti-

nuité, T*(x,) = T*T (y,) converge vers T*(T'(y)) € Im(T*)O

Proposition 4.14 Soit T un opérateur de Fredholm, alors T™* est de Fred-
holm avec Ind(T*) = —Ind(T).

Preuve : T' un opérateur de Fredholm donc I'm(T") est fermé. D’apreés le
lemme précédent, Im(T*) est également fermé.
Im(T*)t = (Ker(T)4Y)* = ker(T) est donc un supplémentaire orthogonal
de Im(T) dans H et codim(Im(T*)) = dim(Ker(T)) est finie car T est de
Fredholm.
De méme, Im(T) est fermé donc Ker(T*) = (Im(T))* est le supplémen-
taire orthogonal de I'm(T') dans H'.
T étant de Fredholm, codim(Im(T)) = dim(Ker(T™)) est de dimension finie.
Ainsi T* est de Fredholm avec :
Ind(T*) = dim(Ker(T*)) — codim(Im(T™))
= codim(Im(T)) — dim(Ker(T)) = —Ind(T)O

Corollaire 4.15 Un opérateur de Fredholm auto-adjoint est d’indice zéro.

4.3 Propriétés de la fonction indice.
4.3.1 Préliminaire : Opérateurs inversibles.

Soient X et Y des espaces de Hilbert. Notons GL(X,Y) I'ensemble des
opérateurs linéaires bornés inversibles. Notons £(X,Y’) I'ensemble des opé-
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rateurs linéaires bornés.

Nous allons montrer que GL(X,Y) est un ouvert de £(X,Y) pour la
topologie engendrée par la norme d’opérateur.

Proposition 4.16 Soit T € GL(X,Y) et S € L(X,Y) tel que ||S|| < iy
alors T+ S € GL(X,Y).

Preuve :

Soit T'€ GL(X,Y)et S€ L(X,Y) tel que ||S]| < 7

1. T+ S est injective : soit © € X tel que (T'+ S)(z) = 0 alors :
S(z) = =T(x) et [|S()]| = T (@) < [IS|| x [|«]| Or = = T=H(T(x))
d’ou :

2l < IT=H] % 1T @)]] et g < T ()]l

=
IT=H =

Il vient : IIZMLH < |T'(z)|| < |IS|| % ||=||. Par conséquent :

0<(||S|I - ”T—LH)HIH <0douz=0car 5| < ﬁ
2. T+ S est surjective : soit y € Y alors :
T(z)+ Sx) =y <= 2+ T (S(x) = T '(y) < = = g(r) avec
g(z) =T (y) — T7'(S(x)). Or, pour tout z,z € X :
lo(@) - 9(2)] = IT-(S(2)) ~ T-X(S(a))]
— (T o 8(z — )]l < T4 x IS] x || — 2.
Or par hypothese, |77 x ||S|| < 1. Donc g est contractante avec X
et Y des espaces de Banach, ainsi g posséde un point fixe x. On en

conclut que T+ S est surjective. [J

Corollaire 4.17 GL(X,Y) est un ouvert de L(X,Y).

Preuve : Soit T'e GL(X,Y)et S e B(T, ﬁ) Alors S=T+(S-T)
avec ||S =T < ﬁ

D’aprés la proposition précédente, on a donc S € GL(X,Y)O

4.3.2 Continuité - Petite perturbation en norme.

Nous allons montrer que non seulement I’ensemble des opérateurs de Fred-
holm entre deux espaces de Banach est ouvert dans I’ensemble des opérateurs
bornés, mais aussi que I'indice est une application localement constante (donc
continue).
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Lemme 4.18 Soit S € L(H,H') un opérateur de Fredholm surjectif. Alors
il existe un wvoisinage de S dans lequel tout opérateur T € L(H,H') est
surjectif et satisfait dim(Ker(T)) = dim(Ker(95)).

Preuve : Posons Hy = Ker(S)* et soit l'inclusion iy : Ho — H. Soit
So=Soig€ L(Hy,H'), alors Sy est inversible car :

1. injective : Sy(z) =0 <=z € Ker(S)N Ker(S)t <= 2=0
2. surjective car S est supposée surjective

Soit '€ L(H,H') tel que ||T— S| < HSLII'
0

Remarquons tout d’abord que Ker(T) N"Hy = {0}. En effet : soit 2 € Hy,si

T(x) =0 alors z = 0 car T} est inversible.

Posons Ty = T oig € L(Ho, H') Alors, ||To — So|| < ||T— 5| < HS—LH :
0

Donc, d’aprés la proposition 4.16, Tp est inversible, notons T, * son inverse.
Posons ¢r = Id—igoTy *oT alors Im(¢r) C Ker(T) donc ¢pr € L(H, Ker(T))
et g =1Id—ig0S; oS € L(H,Ker(9)).

Considérons ¢7 |ger(s): Ker(S) — Ker(T) et ¢s |kerer): Ker(T) —
Ker(95).
Soit « € Ker(T) alors © € Ker(S) et ¢s(x) = z .Donc : ¢r(pg(x)) =
or(x) = .
Soit x € Ker(S) :
1. si z € Ker(T) alors ¢p(z) = x et ¢ps(pr(x)) = ¢ds(x) = = car x €
Ker(95) .
2.six ¢ Ker(T) alors T, Y(T(z)) = 7 avec T € Ho d'oil : ¢g(x) =
r—7—- S (S(x—7)=2—-7+S5S7) =2 —-7+7 = z. Donc
¢s(¢r(x)) ==
Ainsi ¢ |kercs): Ker(S) — Ker(T) et ¢s |kerer): Ker(T) — Ker(S) sont
inverses 'une de l'autre et dim(Ker(S)) = dim(Ker(T)) T est surjectif car
To € L(Ho, H') lest O

Lemme 4.19 Soit S € L(H,H') un opérateur de Fredholm injectif. Alors il
existe un voisinage de S dans lequel tout opérateur T € L(H,H') est injectif
et satisfait codim(Im(T)) = codim(Im(S)).

Preuve : Nous savons que S* € L(H',H) est également de Fredholm
avec Im(S*) = Ker(S)* = H. Donc S* est surjectif et d’aprés le lemme
précédent, il existe une boule centrée en S*, de rayon € > 0 tel que tout
U e L(H',H) dans cette boule est surjectif. Ainsi :
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Ker(U*) = (Im(U))+ = {0}

. Donc U* € L(H,H') est injectif. Par ailleurs, d’aprés le lemme précédent
dim(Ker(S*)) = dim(Ker(U)) donc dim(Im(S)*) = dim(Im(U*)*), c’est
a dire codim(Im(S)) = codim(Im(U*)). Or :

IS = U= (S =)l = 15" = Ull <e.

Posons T' = U*. Ainsi, il existe un voisinage de S dans lequel tout opérateur
T € L(H,H') est injectif et satisfait codim(Im(T)) = codim(Im(S))O

Lemme 4.20 Soit T € L(H,H') un opérateur de Fredholm et soit V C H
un sous-espace fermé tel que la restriction de T’ a V' soit injective. Posons :

T:H)V —H/TV)

telle que, pour tout v € H/V,T(T) = T(x).

Alors : Ind(T) = Ind(T).

Preuve :

Rappelons la propriété universelle universelle de l'espace quotient : Soit
f : E — G une application linéaire et V' un sous espace fermé de E in-
clus dans Ker(f). Alors il existe une unique application linéaire g : % -G

telle que f = gop ot p : E — £ surjection canonique associée. De plus

Ker(g) = p(Ker(f)). '

Soit V' un sous-espace fermé de H alors H/V est un espace de Hilbert.
T étant de Fredholm, T'(V') est également un sous espace fermé de H'. Donc
H'/T(V) est aussi un espace de Hilbert. Considérons p’ : H — H/V et
P H' — H'/T(V) les surjections canoniques associées.
Soit f = p' oT, alors f s’annule sur V car si x € V alors T'(z) € T(V) et
P (T(x)) =0.Dou V C Ker(f).

Appliquons la propriété universelle & f : il existe une unique application
lindaire T : H/V — H'/T(V) telle que f =T o p.
Ker(fy={x€ H,T(z)e TV)}={x e H,Iye V.T(x)=T(y)}
Ker(f)={x€ H,Jye Vix—ye Ker(T)} =V + Ker(T)

Ainsi : Ker(T) = p(Ker(f)) =p(V + Ker(T)) = p(Ker(T)).
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Soit : p |kerry: Ker(T) — p(Ker(T)) alors p est surjective et injective
car : soit x € Ker(T), P(zx) =0 < z € VN Ker(T) = {0}. Dou :

Ker(T) ~ p(Ker(T)) = Ker(T). T étant de Fredholm, Ker(T) est de di-

mension finie avec dim(Ker(T)) = dim(Ker(T)).

Coker(T) =H'/T(H) ~ (H'/T(V))/(T(H)/T(V)) car T(V') est un sous
espace vectoriel de T(H). Or Im(T) = T(H)/T(V) d’ou : Coker(T) =
(H'/T(V)/(T(H)/T(V)) ~ Coker(T). T é¢tant de Fredholm, I'm(T) est donc

)

de codimension finie avec codim(Im(T)) = codim(Im(T).

On en conclut que T est de Fredholm et que Ind(T) = Ind(T) O

Théoréme 4.21 Soient H et H' des espaces de Hilbert. Notons F C L(H,H')
l’ensemble des opérateurs de Fredholm. Alors :

1. F est ouvert dans L(H,H').
2. L’application Ind : F — 7Z est localement constante.

Preuve : Soit S : H — H' de Fredholm. Posons Hy = Ker(S)+. Alors :
1. S(H) = S(Ho) donc Coker(S) = Coker(Sy) et :

codim(Im(Sy) = codim(Im(S)).

2. So: Ho — Im(S) est inversible, notons S, ! son inverse.

Nous allons montrer que tout opérateur T : H — H' tel que ||S—T|| <

est de Fredholm et vérifie Ind(T') = Ind(S).

Soit T' |30 Ho — H', alors : ||So =T |3, || < S =T < HS—EIH Donc, d’aprés
0

1
[El

le lemme 4.19, T |4, est injectif et vérifie :

codim(Im(T |x,)) = codim(Im(Sy)) = codim(Im(S))

Ho = Ker(S)*t est un sous espace fermé de H donc, d’aprés le lemme
4.20 précédent :

T M1/ Hy — H' /T (Ho)

vérifie Ind(T) = Ind(T). Or H/Ho et H'/T(Ho) sont de dimension finie
donc, d’aprés la Proposition 4.8 :

Ind(T) = dim(H [ Ho) — dim(H'/T(H,))
= dim(Ker(S)) — codim(Im(T |x,))

1l vient : Ind(T) = Ind(T) = dim(Ker(S)) — codim(Im(S) = Ind(S)O
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Remarque 4.22 On en déduit que sous l’effet d’une petite perturbation en
norme dans L(H,H'), un opérateur de Fredholm reste de Fredholm et de
méme indice.

Corollaire 4.23 Soient H et H' des espaces de Hilbert. Notons F C L(H,H')
l’ensemble des opérateurs de Fredholm.L application Ind : F — 7 est conti-
nue.

Corollaire 4.24 Soient H et H' des espaces de Hilbert. Notons F C L(H,H')
l’ensemble des opérateurs de Fredholm.

L’application Ind : F — Z est constante sur les composantes connexes
de F. En particulier, s’il existe un chemin reliant S et T alors S et T ap-
partiennent a la méme composante conneze et : Ind(S) = Ind(T).

Preuve : Ind étant localement constante sur F, elle est constante sur les
composantes connexes de F []

Exemple 4.25 Soit T € L(H) de rang fini. Alors idy — T est de Fredholm
avec Ind(idy —T) =0

Preuve :
1. Ker(T —idy) C Im(T) est de dimension finie Ker(T) C Im(T —idy)

2. Soit x € Ker(T) alors x = x — T(z) donc Ker(T) C Im(T — idy). Or
H/ker(T) ~ im(T) donc Ker(T) est de codimension finie.

T —idy est donc de Fredholm. Par ailleurs, considérons ¢ : [0; 1] — F continu
défini par ¢(t) = idy — tT. Alors ¢p(O) = id et ¢(1) = idy — tT. D’apres le
corollaire précédent, on a donc Ind(idy — T) = Ind(idy) = 00

4.3.3 Additivité.

Une propriété intéressante de l'indice est que l'indice d’'une composition
d’opérateurs de Fredholm est la somme des indices des composants.

Proposition 4.26 SoientT et S des opérateurs de Fredholm, respectivement
de H dans H' et de H' dans H". Alors T'S est de Fredholm avec :

Ind(TS) = Ind(T) + Ind(S)

Preuve :
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1. Considérons T la restriction de T' a Ker(ST). Alors Im(T) C Ker(S)
et Ker(T) € Ker(T) Or S et T sont de Fredholm donc Ker(S) et
K er(f) sont de dimension finie. Par le théoreme du rang :
dim(Ker(ST))
= dim(Im(T)) + dim(Ker(T)) < dim(ker(T)) + dim(Ker(S))

De la méme fagon, on montre que : codim/(ST) < codim(S)~+codim(T).
ST est donc de Fredholm.

2. Rappelons tout d’abord que si H; et H, sont deux espaces de Hilbert,
on peut définir la somme directe : Hy @ Ho = {(x1,22) € Hi X Ha}.
Il s’agit d’un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

< (w1, 9); (Y1, Y2) >=< 21341 >y + < Taj Y2 >,
3. Soit t € [0;5]. Considérons Dopérateur ¢(t) : H' PH — H' PH
défini par :
¢(t)(y, x) = (cos(t)S(y) — sin(t)ST(x); sin(t)y + cos(t)T(y))
Alors ¢(t) = SowugoT avec :
(a) T:H PH—HPH tel que : T(y,z) = (y, T(x))
(b) w: HEPH — H PH tel que :

u(y, z) = (cos(t)y — sint(t)z, sin(t)y + cos(t)z)
) S:HDH — H ®H tel que S(z,y) = (S(z),y)
¢(t) est donc de Fredholm comme composée d’opérateurs de Fredholm.

4. Soit F lensemble des opérateurs de Fredholm de H' @ H dans H" P H’
alors ¢ est un chemin reliant ¢(0) & ¢(7). D’aprés le Corollaire 4.24, on
a donc :Ind(¢(0)) = Ind(¢(5)).

() 6(0)(y, ) = (S(y); T(3))- On adone Ker(p(0)) = Ker(S) @ Ker(T)
et dim(Ker(¢(0)) = dim(Ker(S)) + dim(Ker(T)). De méme :
codim(¢(0)) = codim(S) + codim(T). D’ou :

Ind(¢(0)) = Ind(S) + Ind(T)
(b) &(5)(y,x) = (=5T(x);y) donc Ind(¢(5) = Ind(ST)
Ainsi : Ind(ST) = Ind(S) + Ind(T) O

Exemple 4.27 Revenons sur 'exemple de Ty et Ty les translations respecti-

vement & droite et & gauche dans [>. Nous avons prouvé dans 'exzemple 4.5
que Ind(T,) = —1 et que Ind(Ty) = 1.
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1. D’apres la propriété précédente, pour tout n > 2, T' =T, 0...0T, est
de Fredholm avec Ind(T}) = —n < 0.
De méme pour tout n > 2, Ty} = Tyo ...oT, est de Fredholm avec
Ind(T}) =n > 0.

2. TyoT, est d'indice Ind(T,) + Ind(Ty) = —1+1 = 0. Ce qui était
premszble car Ty oTy = idp2 et idp est bijective donc d’indice nul.

Pour tout entier relatif n € 7, il existe donc un opérateur de Fredholm
d’indice n. Nous savons comment [’obtenir.

4.4 Perturbation par un opérateur compact.

Rappelons que K € L(H,H') est un opérateur compact s’il est limite
d’opérateurs de rang fini (pour la norme d’opérateur, H et H' étant des es-
paces de Hilbert).

Dans la suite, les opérateurs compacts vont jouer le role de "perturbations"
si K est un opérateur compact et T un opérateur quelconque, T'+ K sera
considéré comme une petite perturbation de 7.

Nous allons montrer que les perturbations par des opérateurs compacts n’ont
pas d’influence sur les opérateur de Fredholm, c¢’est-a-dire que si I’'on somme
un opérateur de Fredholm et un opérateur compact, le résultat reste de Fred-
holm et I'indice demeure inchangé.

Lemme 4.28 Soit S € L(H,H') un opérateur compact alors Ker(1 — 5)
est de dimension finie

Preuve : Pour tout € Ker(1—.S), onax = S(z). L'opérateur identité
est donc compact sur Ker(I —.S). La boule unité fermée de Ker(l — S) est
donc compacte. D’aprés le théoréme de Riez, on en conclut que Ker(l —5)
est de dimension finie [J.

Lemme 4.29 Soit S € L(H,H') un opérateur compact alors Im(1—S) est
fermé de codimension finie.

Preuve : L’ensemble des opérateurs de rang fini étant dense dans l’en-
semble des opérateurs compacts, il existe un opérateur F' de rang fini tel
que ||S — F|| < 1. Alors 1 — (S — F) est inversible avec :

Im(1—8) =Im((1— (S = F) = F)(1 = (5= F))™") =
Im(1—F(1—(S—F))™) =Im(1 - F")
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F étant de rang fini, il en est de méme pour l'opérateur F' = F(1 — (S —
F)=Y).

Soit W = Ker(F"). On sait que W est fermé et que Im(F") ~ H/W est de
dimension finie donc W est un fermé de codimension finie.

Im(1—8)=Im(1—F">(1-F)W)=W

Or un sous espace d’un espace de Hilbert est fermé de codimension finie s’il
contient un sous espace fermé de codimension finie. Donc I'm(1 — S) est bien
fermé de codimension finie. [

Lemme 4.30 SoientT € L(H,H') un opérateur de Fredholm et S € L(H,H')
un opérateur compact alors Ker(T' +S) est de dimension finie et Im(T +5)
est fermé de codimension finie.

Preuve : Soit 7" un opérateur de Fredholm et S un opérateur compact.

Ker(T) étant de dimension finie, il existe un sous-espace V' C H fermé
de codimension finie tel que Ker(T) NV = {0}. Soient :

1. P le projecteur de H sur V.

2. P’ le projecteur de H' sur T(V).

3. 7":T(V) = V l'inverse de Ty, : V. — T'(V)
Alors :

Ker(S+T)NV C Ker(P'(S+1T)P)
C KerT'(P'(S+T)P) = Ker(P+T'P'SP) = Ker(1—5)

Avec 8" = 1—P —T'P'SP. Or 1 — P est de rang fini (car V est de
codimension finie) et T'P'SP est compact (car S est compact) donc S est
compact. D’aprés le lemme 4.28, Ker(1 +5’) est de dimension finie.

Ker(S+T)NV est donc de dimension finie. V' étant de codimension finie,
Ker(S +T) est donc de dimension finie .

Par ailleurs :

Im(T + S) > Im((T + S)T'P') = Im(P' + ST'P') = Im(1 — S")

avec 8" = (1 —P') — ST'P".
Or 1 — P’ est de rang fini (car T(V) C Im(T) est de codimension finie) et
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ST'P’ est compact (car S est compact) donc S” est compact.

D’aprés le lemme 4.29 | Im(1 — S”) est fermé et de codimension finie, or
un sous espace d'un espace de Hilbert est fermé de codimension finie s’il
contient un sous espace fermé de codimension finie, donc Im(T + S) est
fermé de codimension finie [.

Théoréme 4.31 Soient S,T € L(H,H') avec T de Fredholm et S compact,
alors T + S est de Fredholm et :

Ind(T + S) = Ind(T).

Preuve :

1. Nous savons déja que Ker(S + T') est de dimension finie et que
Im(S+T) est fermé de codimension finie. Donc T'+ S est de Fredholm.

2. Pour tout t € R, T+ tS est de Fredholm. D’apres le Corollaire 4.24,
on a donc Ind(T 4 0S) = Ind(T + 1), c’est a dire :

Ind(T) = Ind(T + S) O

Proposition 4.32 Soit T € L(H,H') un opérateur de Fredholm. Alors, il
y a équivalence entre :

1. Ind(T) =10
2. Il existe un opérateur K € L(H,H') de rang fini tel que T + K soit
wversible.

Preuve :
Supposons qu'’il existe un opérateur K € L(H,H') de rang fini tel que T+ K
soit inversible. On sait que tout opérateur de rang fini est compact, donc K
est compact et, d’apres le Théoréme 4.31 , T+ K est de Fredholm avec :
Ind(T + K) = Ind(T). Or T + K est inversible donc Ind(T + K) = 0. 1
vient : Ind(T) = 0.

Réciproquement, supposons que Ind(1) = 0. Alors :

dim(Ker(T)) = codim(Im(T)) = dim(Im(T)" ).

Il existe donc un isomorphisme v : Ker(T) — Im(T)*. Notons P la pro-
jection orthogonale de H sur Ker(T)* et posons K = v o (Idy — P). Alors
Im(K) = Im(T)*. Or Im(T)* est de dimension finie car T est de Fredholm
donc K est de rang fini. Reste & montrer que 7'+ K est inversible.
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1. Soit x € H tel que (T'+ K)(z) = T(x) + 1 o (Idy — P)(x) = 0 alors
T(z)=0et o (Idy — P)(x)=0car H = Im(T)P Im(T)*.
Il vient : x € Ker(T) et P(xz) = x (car v bijective). Donc :

z € Ker(T)N Ker(T)* = {0}.
D’ou l'injectivité.
2. K est de rang fini donc compact. Ainsi :Ind(T + K) = Ind(T) = 0. Or

dim(Ker(T + K)) =0 car T+ K est injective.
Donc 0 = codim(Im(T + K)). D’ou la surjectivité.Od

4.5 Inversibilité modulo un compact.

Si T : H — H est de Fredholm alors H = Ker(T)* @ Ker(T) et
H =Im(T)@ Im(T)*.

Soit T : Ker(T)* — Im(T) la restriction de T & Ker(T)*. Alors T est inver-
sible. ker(T) et Im(T)* étant de dimension finie, nous pouvons considérer
que T est "presque" inversible.

En fait, nous allons montrer qu’un opérateur 7' € L(#H) est de Fredholm
si et seulement il est inversible modulo un opérateur compact. C’est a dire :
sl existe S € L(H) et Ky, Ky € K(H) des opérateurs compacts tels que
TS=1+K;et ST =1+ K.

Définition 4.33 Soit H un espace de Hilbert. Désignons par KC(H) [’en-
semble des opérateurs compacts de H dans H. Nous savons que K(H) est un
idéal bilatére de L(H). Par conséquent, le quotient Q(H) := L(H)/K(H) est
une C* algebre. On l'appelle ’algébre de Calkin.

Si T e K(H), on notera w(T) son image dans Q(H).

Théoréme 4.34 (Théoréme d’Atkinson) T € L(H) est de Fredholm si
et seulement si son projeté dans l’algébre de Calkin est inversible.

Preuve :

Soit T de Fredholm. Alors, d’aprés la Proposition 4.10, Im(T) est fermé.
Notons T la restriction de T & K er(T) alors T est un opérateur inversible
de Ker(T)* dans Im(T). Notons S = T~1. Soit S le prolongement de S
tel que S(z) = 0si x € Im(T)t. Soit x = TKer(T) + Trerr), € H et
Y = Yim(r) + Yimr), € H' alors:

L. (I - ST)(‘T) =T — S(T(l‘)) =T — S’/(T’(ZL’KeT(T)l)) =T — ‘TKer(T)i
Tger(ry donc I — ST est la projection orthogonale sur Ker (7).
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2. (I =TSy) =y —T(SWrm)) =Y = Yrmer) = Yrmr), donc I =TS
est la projection orthogonale sur Im/(7T)*.
Or T étant de Fredholm, Ker(T) et Im(T)* sont de dimension finie. Les
opérateurs I — ST et [ —T'S étant de rang fini, ils sont donc compacts. On
en déduit que :

m(T)n(S) = n(S)n(T) = n(I)
7(T) est donc inversible dans Q(#), d’'inverse 7(S5).

Réciproquement, supposons que 7(7") est inversible, d'inverse 7(.5). Alors
il existe deux opérateurs compacts K; et Ky tels que ST = I + K; et
TS = I + K,. L’ensemble des opérateurs bornés étant dense dans I’ensemble
des opérateurs compacts, il existe deux opérateurs Fi et F, de rang fini tels
que ||K1 — F1|| <1let ||K2 — F2|| < 1.
Or, dans une algebre de Banach unitaire, si un élément a vérifie [|[1 —a| < 1
alors a est inversible. Ainsi, I + K; — Fj est inversible et on a :

([ - F1 —|—K1>_IST == (I - F1 —|—K1)_1(I+ Kl) -
(I— F +K1)_1(I— F+Ki+F =1+ (I—Fl +K1)_1F1

Or Fy € K(H) donc (I—F1+K,)"'Fy € K(H). Posons U = (I—F;+K;)™'S
et Fy = (I — Fy + K;) ' Fy alors Fy est de rang fini et UT = I + F3.
Ker(T) € Ker(UT). Or Ker(UT) = {z € H,z = F35(—x)} C Im(F3).
Donc Ker(T) est de dimension finie.

Le méme raisonnement avec F; et Ky montre qu’il existe V' et Fj de rang
fini tels que TV = I + Fy. Or Im(I + Fy) = Im(TV) C Im(T). Fy étant de
rang fini, Im(I + Fy) est de codimension finie, donc I'm(T) est également de
codimension finie.

Ainsi, T" est de Fredholm [

Le théoréme d’Atkinson se reformule ainsi :

Corollaire 4.35 T € L(H) est de Fredholm si et seulement si il existe
T e L(H) tel que ST —idy et T'S — idy sont compacts.

Remarque 4.36 La preuve du théoréme d’Atkinson nous montre plus pré-
cisément que :

T € L(H) est de Fredholm si et seulement si il exviste T € L(H) tel que
ST —idy et TS — idy sont de rang fini.
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Remarque 4.37 Ce résultat se généralise au cas ouT € L(H,H') ou H et
H' sont des espaces de Hilbert séparables de dimension infinie.

En effet, nous savons que tous les espaces de Hilbert séparables et de dimen-
sion infinie sont isomorphes & [*(N) (donc isomorphes entre euz). Il existe
donc un isomorphisme v : H' — H. Posons T = YoT :H — H. Alors T
est de Fredholm. On peut ensuite appliquer le corollaire précédent a T .

Corollaire 4.38 Si f € C(S*,C*) alors l'opérateur de Toeplitz Ty est de
Fredholm.

Preuve : D’apres le corollaire 3.10 : si f,g € C(S") alors 4T, = Ty, + K
ou K est un opérateur compact. Supposons que f € C(S!) ne s’annule
jamais. Alors g = % € C(S") et TyTy = Ty, + K = idy + K ou Kest un
opérateur compact. D’aprés le théoréme d’Atkinson, T’ est alors un opérateur
de Fredholm [

5 L’indice des opérateurs de Toeplitz classiques.

Nous venons de prouver quesi f € C/(S*, C*) alors I'opérateur de Toeplitz
T} est de Fredholm. Mais quel est son indice? Nous allons montrer que ce
dernier est entiérement déterminé par 'indice du lacet associé a f.

5.1 Notations.

On note C la C - algébre des fonctions continues de S' dans C. On dit
qu’une fonction f € C est inversible si elle ne s’annule pas sur S L
Si f est une fonction de S dans C, on lui associe le lacet f : [0;1] — C défini
par :

vt e [0:1], f(t) = f(e*™)

On identifiera deux fonctions f et g de S* dans C telles que les fonctions fet
g sont mesurables au sens de Lebesgue et coincident sur le complémentaire
d’une partie négligeable de [0; 1].

On note L' (resp. L?) I'ensemble des fonctions f de S* dans C telles que f
est intégrale (resp. de carré intégrable) au sens de Lebesgue sur [—m; 7].
Pour f € L', ona:

Jso £ =y = Jy fle¥)at
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5.2 Théoréme de ’'indice.

Nous savons que si f € C(S',C*) alors 'opérateur de Toeplitz Ty €
F(H) (ie : est de Fredholm sur I'espace de Hardy).

Théoréme 5.1 Théoréme de l’indice : f € C(S*,C*) alors l'opérateur
de Toeplitz Ty est de Fredholm. De plus, son indice est égal a l'opposé de

[indice du lacet fpar rapport a 0 :

Ind(Ty) = —Indz,

Preuve : Notons n = Ind};o . D’aprés le Corollaire 2.19, fest homotope
au lacet défini par v, (t) = e*™" et Indz, = Ind,, o.

Soit f,, € C(S*',C*) définie par f,(z) = 2™. Alors ﬁl = Yn.
f et f, sont donc homotopes. La fonction Ind : F — Z étant constante sur
les composantes connexes de F, on a donc Ind(Ty) = Ind(Ty,).
Pour tout g € H, Ty,(g9) = P(2"g) ot P est la projection orthogonale de

L?(S') sur 'espace de Hardy H.
Par définition de H : si z = €? alors g(2) = Y e on > e converge
k=0 k=0
pour la norme sur H. Dot : 2"g = Y ce® 0 = 3 ¢ elhn)i0,
k=0 k=0
S epnef® i n>0
Ainsi : Ty, (9)(2) = ¢ *5" ‘
S chne€®? si n <0
k=0
Deux cas se présentent :
1. Sin > 0 alors Ker(T},) = {0} et Im(T},) = Vect(e*, k > n). D'ou :
Ind(Ty,) = dim(Ker(Ty,) — codim(Im(Ty,) =0 —n=—n
2. Sin < 0alors Ker(Ty,) ={g € H,c, =0,Yk > —n} = Vect(eg, ...,e_n_1
et Im(Ty,)) =H. D’ou :
IndTy,) = dim(Ker(Ty,) — codim(Im(Ty,) = —n—0=—n
Ainsi :Ind(Ty) = Ind(T}y,) = —Indz, O

Remarque 5.2 Nous avons prouvé dans la démonstration précédente que
Ind(Ty) = —Ind, o pour tout lacet v homotope a f. Pour calculer Ind(TY)

on peut donc choisir n’importe quel lacet homotope a f.
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Corollaire 5.3 Soit f € C(S',C*) différentiable par morceauz, alors I’opé-
rateur de Toeplitz Ty est de Fredholm avec :

Ind(Ty) = =L [M L0y q

2mi JO  f(e2mit

Preuve : D’aprés le Théoréme 5.1 : Ind(Ty) = —Indg,. Or, d’apreés, le
Théoréme 2.16, fétant différentiable par morceaux :I ndf,o = L Il f% dz =

21
1 1 f/(e2mit
21 Jo J;c((:zmt ) detd

5.3 Autre formule : opérateurs tragables

Notons H = L?(S',dt) et H? I'espace de Hardy.
Soit F'=2P —1 ou P désigne la projection de H = L*(S', dt) sur H?. Alors
F est un opérateur unitaire et autoadjoint satisfaisant F? = 1.
I'Y(H) désigne I'ensemble des opérateurs tragables (les opérateurs compacts
T tels que Y 1, (T) < 400 ot 1, (T) est valeur propre de | T'|).

n=0

Nous noterons C = C(S*, C).

On rappelle que :
1. I*(H) est un idéal bilatére stable par passage a ’adjoint.

2. I1(H) est une algebre de Banach pour ||T||; = > pn(T) et si A € L(H)
n=0
alors = [ TAllop < [|T|1[| All 270)-

3. Pour tout T € IY(H), Tr(T) = > <T(e,) | e, > est indépendant de

n=0
la base orthonormale (e,),e n choisie.

4. 518, T € IYH) alors Tr(S+T)="Tr(S)+Tr(T), Tr(ST) = Tr(TS)
et Tr(AS) = AT'r(S)

5. Tr est une forme linéaire continue définie positive sur I'(H) avec :

| Tr(S) 1< 151

On définit le commutateur par :

[S,T] = ST — TS.
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Définition 5.4 Pour tout f € C, posons df = [F,my| ot

my: L*(St,dt) — L*(SY, dt) est définie par mg(g) = fg.

Proposition 5.5 Si f,g € C alors :
1. d(f+g)=df +dg
2. six € C alors d(\f) = \df
3. d(fg) = (df)m, + mydg.

Preuve :
L. d(f+g) = [F’mf-w] = [F7mf+mg] = [vaf] + [F7mg] =df +dg
2. d(\f) = [F,myg] = [F, A\mg] = AN[F,mg] = \df
3. d(fg) = [F,mygy| = [F,msmy] = Fmgm, — mym,F = Fmsm, —
meFmg +meFmg, —mpmgF = (df )mg + mydgd
Définition 5.6 Nous noterons Cy l’ensemble des f € C tels que df € I'(H).
Proposition 5.7 Si f € Cy alors [~ € Coet d(f~') = —mp-1(df)my-1.

Preuve : d(f7'f) = d(1) = 0 = (df Y)ymy + my-1(df) dou d(f7') =
—m-1(df)my-1. Or I'(H) est un idéal bilatére donc f~ € Coll.

Lemme 5.8 Soit (¢,)ne 7 la base orthonormée de L*(S*, dt) définie par e, =
2" Sim € N* alors d(z™) est de rang m et :

2epim st ne {—1;-2;..;—m}
0 si stnon

i) (en) = §

Preuve :Soit m € N alors :d(e,,) = Fm,,, —m,, F.

m

Soit n € Z alors : d(ey,)(en) = Fenen — emFe, = Fepn —enFe,.
1. Sin > 1 alors Fe, =e, car e, € H?. Alors :

d(em)(en) = €m+n — Em+4n = 0

2.8 Iin<—-1—malorsn+m< —1et:
Fepin = —€min car epy, € (H*)*.
De plus Fe,, = —e,,. Alors : d(e,)(en) = —€min — (—€man) =0

L’indice des opérateurs de Toeplitz classiques. 36



3. Sin€ et{—1;-2;..;—m}alorsn+m >0et Fe,in = €nin.
Il vient : d(en)(en) = €min — (—€min) = 2€m1n

Donc d(2™) est de rang m. OJ

Corollaire 5.9 Soit f € C alors df est de rang fini si et seulement si f est
un polynome de Laurent.

Preuve : Soit f € C alors f = > agey.
kE Z
Donc df = d( Y arex) = > apdeg. Or, d’aprés le lemme précédent, dey, est
ke Z ke 7
de rang | k |.

df est donc de rang fini si et seulement si il existe un nombre fini de a; non
nuls si et seulement si f est un polynéme de Laurent. []

Lemme 5.10 Soit un chemin continu sur [0;1],t — wu, de fonctions in-
versibles. Alors il existe un chemin continu t — v; affine par morceaux de
fonctions inversibles tel que ug = vy et up = vy.

Preuve : L’application t — ||u; *||s est continue sur [0; 1] qui est com-
pact. Elle atteint donc son maximum C' = maz({|v; ||/t € [0;1]}). Par
uniforme continuité de ¢ — w, sur [0; 1], il existe n > 0 tel que :

Yt ) € (01} [t =t |<n = [lug — up|loo < (%)

Soit N € N tel que N > % Construisons un nouveau chemin ¢ — v; tel que :

1. Pour tout ¢ € {0; %; %; ) % = 1}, Vg = Uy
2. Site ]%;%[a\/eeke {0;1;...; N — 1} alors :

v = (k:—i—l—tN)u% —i—(tN—k;)u%

Montrons que pour tout ¢t € [0; 1], v; est inversible.
Soit t € [0;1] alors il existe un unique k € {0;1;...; N — 1} tel que t €

[%; kiNl} Avec :

1

[or —ufloo =[ £ —tN | X[lug —urnlle <7

Ainsi :

Vu e [0;1], | ve(u) —u
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Il vient :

Vu € [0;1],0 <] ve(u) |
Donc, pour tout t € [0;1], v; est inversible O.
Lemme 5.11 Soit f € C3*(S') alors f € Cy (ie df € I'(H)).

Preuve : Soit f € C3(S')N L?(S') alors f = Y agey. Donc :

ke Z

df = d( Z akek) = Z akdek.

ke Z ke Z
Soit p € N* alors f2 € C(S') et ai, = 0(\1@_1?4)'

De plus, dey, est de rang k avec ||d(e)||n) = 2x | k| d'ou :
laxd(ex) 0 = o(7z)
On en déduit que df € I'(H)O.

Lemme 5.12 Soient des fonctions inversibles et homotopes ug,u; € C tels
que dug,duy € 1*(H) alors il existe une homotopie t — vy telle que :

1. vg =ug et v1 = Uy
2. pour tout t € [0;1],v; € Co
3. t — v, est continue et dérivable par morceauz avec :

vt e [0;1], Ldv, € 1Y(H)

7 dt

Preuve : Soit s € [0;1], considérons la fonction ¢, définie sur R par :

—1
m(:c):{e(gw sz l<

0 sinon

Posons ¢s = ¥s(z — 1) et x5 = H;ZQHJ Alors x, est C* a support compact et

diam(Supp(x)) < s.
Pour tout s € [0;1], posons gs = f * x5 avec gs(u) = fj;o f(t)xs(u—t)dt.
La suite (@) = X1 est une approximation de I'unité.

Soit f € L2(S') . Alors la suite (o * f)re n+ converge uniformément vers
fetppxfe C®
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Choisissons k suffisamment grand pour que, pour tout ¢ € [0; 1], v; * @i
reste inversible (cela est possible car (¢ * f)re n+ converge uniformément
vers f). Posons pour tout ¢ € [0;1], w; = uy * .

D’aprés le lemme 5.10,il existe un chemin continu ¢t — z; affine par mor-
ceaux d’opérateurs inversibles tel que zy = wg et z; = wy. Soit le chemin
t — v; défini par :

1.ov; =3tz + (1 = 3t)ug sit € [0;1]

3
2. vy =231 81t € [%, %]

3. v =3t —2)u; +3(1 —t)z

Alors t — z; est affine par morceau tel que zy = ug, 21 = uy.

Pour tout t € [%, %}, v; est O™ donc, d’apres le lemme 5.11, dv; € 1M (H).

Site [0;3] alors du, = 3tdz + (1 — 3t)dug. Or dug € I*(H) et dvy =
20 € 1'(H) donc, par construction, dv; € [*(H) De méme, dv; € ['(H) si
t e [%, 1}.

Par construction t — v; est continue sur [0; 1] et dérivable par morceaux OJ.

Lemme 5.13 Si f € Cqy alors df € I'(H) et Tr(df) =0.

Preuve : On montre facilement que df = 2[P,my|. Or f € Cp donc
df € I'(H) et [P,my] = 1df € I'(H) .

Ona: (Pmy—msP)P = PmsP —m;P € I'(H)

et P(Pmy —myP) = Pmy — PmyP € [*(H) car [P,my] € ['(H) et I'(H)
est un idéal bilateére.

Par ailleurs :
Tr(P(Pmy — mgP)) = Tr(P(Pmy — mgP)) = Tr(PP(Pm; — msP)) =
Tr(P(Pmy —m¢P)P) =Tr(PmsP — PmyP =Tr(0) =0
Dot : Tr(Pmy — PmsP) =Tr(Pm;P —msP) = 0.
Il vient : Tr(df) = 2tr(Pms—m¢P) = 2tr(Pmy— PmsP+Pm;P —m;P) =
0—-0=00

Lemme 5.14 Soit un chemin continue et dérivable par morceauxr t — uy

d’opérateurs inversibles telle que u; € Cy pour tout t € [0;1]. Alors Uappli-
cation t — Tr(mu;l duy) est dérivable par morceauz avec :

%T'r(mut—ldut) =0.
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Preuve : Remarquons tout d’abord que de u; ' x u; = 1, donc ¢ + u;

dérivable par morceaux avec : 4 (u; ") = —uy "4 (wy)u;
Par linéarité et continuité de T'r, et par bilinéarité de I'opérateur de commu-

tation il vient :

i (Tr(my-dug)) = Tr( g (u ) F ma,) +up g ([F ma,]))
= —Tr(m,ma,u [Fymg]) + Tr(u ' [Fma, )
= —Tr(m,1[F, mut]mut—lm%w) +Tr(m, 1 [F, m%m])
=Tr([F,m 71]md )—I—Tr(mu;1[F,m%Ut])
=Tr([F,m, S w))
= Tr([F,m —liut])
(d

= Tr(d(u; " 4u;)) = 0 d’aprés le lemme précédent.[]

Définition 5.15 Soit f € Cy, on pose w(f) = 3Tr(ms—df).

Lemme 5.16 Soient f,g € Co, on a : w(fg) =w(f)+ w(g)
Preuve : 2w(fg) = Tr(msg-1d(fg)) = Tr(mg—1mp-d(f)mg))+Tr(mg-1m-mydg)) =

Tr(mg-rdfmg)mg-1)+Tr(mg-1dg)) = Tr(ms-1df ) +Tr(my-1dg)) = 2w(f)+
2w(g)O.

Lemme 5.17 w(e,) = n.

2Tr(me_,de_1). Or, pour tout n € Z,

Preuve : Par ailleurs : w(z) = w(e;) = 3

d’aprés le lemme 5.8 :

2me_,e_; si n=-—1

me_dei(en) = 0 sinon

he LSY):

. Il vient que, pour tout

(me_,de_1)(h) =2<hl|e_; >e_q.

Dot : Tr(me_,de;) =2 et w(z) =1 .
Or, d’apreés le lemme précédent : w(e,) = w(z™) = nw(z) donc :

w(e,) = nll.

Théoréme 5.18 Si f € Cy est inversible alors :
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[ndio = %Tr(mf—1df)

Remarque 5.19 On notera l’analogie avec la formule [Andf, = ﬁ 01 J;((g;;::) dt

Preuve du Théoréme : Remarquons tout d’abord que df € I'(H) car
f € Cp. Or I'(H) est un idéal bilatére donc my—df € I*(H).
Notons n l'indice du lacet ug(t) = f(e*™) associé¢ a f. D’apres le Corollaire
2.19, nous savons que g est homotope au lacet uy(t) = e*™.
dug,du; € ['(H)) donc, d’aprés le lemme 5.12; il existe une homotopie
t — v, telle que :

1. v =ug et vy =y
2. pour tout t € [0;1],v, € Cp

3. t — wv; est continue et dérivable par morceaux avec pour tout t €
0;1], Ldv, € I'(H)

Posons ¢(t) = 3T r(mvt_1dut). Par linéarité de T'r, nous savons que ¢
est continue sur [0; 1], dérivable par morceaux. D’aprés le lemme précédent,
¢'(t) = 0 sauf en un nombre fini de points. Par continuité, on en déduit que
¢ est constante sur [0; 1].

Dot : ¢(0) = ¢(1).
On a donc ¢(0) = w(f) = ¢(1) = w(e,) = n = Indz,0

Corollaire 5.20 5@ f € Cy est inversible alors :

Ind(Ty) = —Ind5, = —1Tr(ms—df)

Remarque 5.21 On al'(H) C I*(H) C B(H)....

L’égalité Indj, = sTr(my—df) n'est valable que pour df € 1*(H). Il serait
intéressant d’obtenir de nouvelles formules sous des contraintes de régqularité
moins fortes. Par exemple, si df € [3(H), alors :

df 7' = —myrdfmy-1 € P(H) et dfdf~'df € I'(H).

On peut alors obtenir la proposition suivante :

Proposition 5.22 Soit f € C(S',C*) telle que df € 13(H) alors :

Ind(Ty) = £ Tr(mp—rdfdf ~*df)
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