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Exercices, |
Chap.32 : Continuité

1 Continuité et prolongement par continuité

Exercice 1.1. Ftudier la continuité des fonctions suivantes définies sur R
par :
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Exercice 1.2. Soit la fonction f définie par f(x) = %@2.

1. Déterminer l’ensemble de définition de f.
2. Démontrer que f est continue sur son ensemble de définition.

3. La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 0 ¢

Exercice 1.3. Déterminer l’ensemble de définition et ed continuité des fonc-
tions suivantes, puis les éventuels prolongements par continuité :

1. fi(z) = 2! 3. f3(z) = =
2. fo(z) = 2nlo) b fa(z) = ) + o — |z]]

2 Propriétés des fonctions continues

Exercice 2.1. 1. Soit f une fonction continue sur R telle que

lim f(z)=—oco et lim f(x)=4o0.
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Montrer que l’équation f(x) =0 admet au moins une solution.

2. Montrer que toute fonction polynomiale de degré impair admet au
moins une racine réelle.

3. Montrer que l’équation x® + 5x — 1 = 0 admet une unique solution
a € R.
Montrer ensuite que 0 < o < %
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Exercice 2.2. Pour toutn € N*, on définit la fonction f, : {
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1. Déterminer l’ensemble de définition de f, et dresser som tableau de
variations.

2. Montrer que l’équation f,(x) =0 admet une unique solution u, € R.
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3. Montrer que pour tout n € N*, == < u, < 0. En déduire que la suite

(up) est convergente.

Exercice 2.3. 1. Soit f une fonction continue de [0,1] dans [0,1]. Mon-
trer qu’il existe x € [0,1] tel que f(x) = x.

2. Une voiture parcourt 90km en une heure. On admet que la distance
d(t) parcourue par la voiture en fonction du temps t est une fonction
continue sur [0, 1].

Montrer qu’il existe un intervalle de temps de 30min durant lequel la
voiture a parcouru exactement 45km.
Indication : On pourra considérer la fonction f(t) = d(t + %) —d(t).

Exercice 2.4. Soit f une fonction définie sur R, continue en 0 et telle que
Vr e R, f(z) = f(2x).
1. Démontrer par récurrence que pour tout n € N, f(27"z) = f(x).

2. En déduire que f est constante sur R.
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