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Chap.20 : Droites, plans et spheres de
I’espace

Dans tout ce qui suit, ’espace sera muni d’un repére orthonormé direct

_>
Z = (0; i, 7, k) dans lequel seront exprimées toutes les coordonnées des
points et vecteurs.

1 Plans de ’espace

1.1 Définition par points et vecteurs

Définition 1.1. Un plan & de l’espace peut étre défini de trois maniéres
différentes :

e par la donnée de trois points non alignés A, B et C. Dans ce cas :

Y
Me P& AM, A-B) et 1@ sont coplanaires

@[m,ﬁiﬁ}:o
B .-
, AB S
< MM
AC TG

e par la donnée d’un point A et de deux vecteurs U et U non colinéaires.
Dans ce cas :

P

M 6_9)@ m, U et U sont coplanaires
& [AM,U,?} =0

On dit que W et U sont deuz vecteurs directeurs du plan 2.

\ " A_,
AM " - ..
P ;' ..":.'
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e par la donnée d’'un point A et d’un vecteur w orthogonal a & . Dans

ce cas :
—
Me P e AM et 1 sont orthogonaux
=0

1.2 Equation cartésienne de plan
Théoréme 1.2. Soit (a,b,c) € R3 tel que (a,b,c) # (0,0,0) et soit d € R.
L’ensemble des points M (x;y; z) tels que ax + by + cz +d = 0 est un plan.
Réciproquement, pour tout plan de l’espace, il existe (a,b,c) € R? tel que
(a.b,c) # (0,0,0) et
P ={M(z;y;2),ax + by + cz +d = 0}

L’écriture ax + by + cz + d = 0 est appelée une équation cartésienne
du plan .

Preuve :

Méthode 1.3. Pour obtenir une équation cartésienne du plan & passant
par A(xa;ya;za) et de vecteurs directeurs non colinéaires 7(04;5;7) et
7(0/;5’;7’), on écrit :
rT—x4 o o
M(ziyiy) € 2 & [AM, 4, T =0& ly—ya B F|=0
/
Z—zAa v 7
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Application 1.4. 1. Donner une équation cartésienne du plan (ABC)
avec A(1;—1;2), B(3;—1;3) et C(3;0;1).

2. Donner une équation cartésienne du plan & passant par A(3; —1;—2)

2 1
et de vecteurs directeurs 4 | —2 | et ¥ | 3
1 0

Méthode 1.5. Pour obtenir une équation cartésienne du plan & passant
par A(xa;ya;za) et de vecteur normal ﬁ(a; b;c) on écrit :

M (z;y;y) 6e@@m.ﬁ:0<:>a(x—xA)—i-b(y—yA)—i—c(z—zA)=O

Application 1.6. Donner une équation cartésienne du plan &2 passant par
3
A(=3;1;0) et de vecteur normal -1
0

Proposition 1.7. Réciproquement, si un un plan & a pour équation car-
a

tésienne ax + by + cz +d = 0 avec (a,b,¢) # (0,0,0) alors 7 | b | est un
c

vecteur normal de &.

Application 1.8. Donner un point appartenant au plan
P 3x—dby+z—1=0

ainst qu’un vecteur normal de ce plan.
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1.3 Systemes d’équations paramétriques

/

« o

Définition 1.9. Soient A(xa;ya;24) et 0 G| et K B | deux vecteurs
/
Y Y

non colinéaires. Le plan & passant par A de vecteurs directeurs U et U est
Uensemble des points M (x;y;2) tels qu’il existe (s,t) € R? tel que :

rT=x4+at+ds
y=ya+pt+p's
z=za+t+7's

Une telle écriture est appelée un systéeme d’équations paramétriques du
plan 2.

Application 1.10. Donner un systéeme d’équations paramétriques du plan
-2 -1
P passant par A(—3;0;2) et de vecteurs directeurs x| 2 et v | 3
-1 1

Méthode 1.11. On passe d’un systeme d’équations paramétriques d une
équation cartésienne de & en écrivant :

/

r—T4 a «
M(xz;y;2) € P& |ly—ya B B'|=0
z—za v

On peut aussi exprimer t et s en fonction de x,y et z a l'aide des deux
premieres équations et remplacer s et t dans la derniére équation.
On obtient ainsi une équation cartésienne de & de la forme :

axr +by+cz+d=0.

Application 1.12. Donner une équation cartésienne du plan & ayant pour
systeme d’équations paramétriques :

r=3+2t—s
y=—3t ,(s,t) € R?
z=—-2—1t+3s
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Méthode 1.13. I faut également savoir passer d’une équation cartésienne
d’un plan d un systeme d’équations paramétriques.

Soit P :ax +by+ cz+d =0 avec (a,b,c) # 0. Si par exemple a # 0 alors
on peut isoler x et écrire :

p—==by _cg_d
a a a
ar+bytcz+d=0<zx = %by—gz—g S y=t ,(s,t) € R?
z2=23
—b —c

a
On en déduite en particulier que Y|l 1| etW | 0| sontdes vecteurs
0 1
directeurs de &.

Application 1.14. Donner un systéeme d’équations paramétriques du plan
P d’équation cartésienne 2x — 3y +2z+ 1 =0.

1.4 Intersection de plans

Remarque 1.15. Un plan & n’est pas défini par une unique équation carté-
sienne (ou un unique systéme d’équations paramétriques). Plus précisément,
siar+by+cz+d=0cetdz+by+dz+d =0 sont deuzr équations carté-
stennes du méme plan lorsque :

INER* V(1,y,2) ER3 ax +by+cz+d=Nd'z+by+cz+d)

Théoréme 1.16. Soient P et P deux plans de vecteurs normaux respec-
tifs ﬁl et ﬁg .
e si les vecteurs normauz ﬁl et 72 sont colinéaires alors les plans &,
et Py sont paralléles ou confondus.
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e si les vecteurs normaux 71 et 72 ne sont pas colinéaires (c’est-a-dire
. - .
si AT # 0 ), alors les plans P et Py sont sécants selon une
droite.

Application 1.17. On considére les deux plans de l’espace donnés par des
équations cartésiennes :

Pr:—x+2y—32+2=0et Py:2x—y+42—1=0

1. Démontrer que les plans &1 et Po sont sécants suivant une droite 9.

2. Déterminer les coordonnées d’un point A de 9.

2 Droites de ’espace

Définition 2.1. Une droite & de ’espace est caractérisée par :

e la donnée de deux points distincts A et B. Dans ce cas :

- —
M 9 < AM et E sont colinéaires < AM N zﬁ = ﬁ
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%
e la donnée d’un point A et d’un vecteur directeur U # 0 . Dans ce cas :

M 9 & m et U sont colinéaires < m AU = ﬁ

—>

e la donnée d’un point A et de deux vecteurs n | et o orthogonaux d

9. Dans ce cas :

_— —
M P AM. 7, =0 et AM.75=0

9.

2.1 Systeme d’équations cartésiennes

Définition 2.2. La définition d’une droite 9 comme intersection de deux
plans non paralléles

Priar+by+cz+d=0et Po:dx+by+dz+d =0
conduit a la caractérisation suivante :

ar+by+cz+d=0

M(x;y;z)é@@{ dr+by+cdz+d =0

Ce systeme est appelé un systéme d’équations cartésiennes de J.
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Remarque 2.3. Comme pour les plans, une droite une infinité de systémes
d’équations cartésiennes.

Proposition 2.4. Soient T et Wo deus vecteurs normauz respectifs de
P et Py. Alors :

° 71 et ﬁg sont deux vecteurs orthogonaur & 9 = 1 () Ps.
o U = 71 A 72 est un vecteur directeur de 2.

Application 2.5. Donner un vecteur directeur de la droite & donnée par
le systéme d’équations cartésiennes :

3r—2y+2=0
rx+32—1=0

puis donner un point de A.

2.2 Systeme d’équations paramétriques d’une droite

Définition 2.6. Pour une droite & passant par A et de vecteur directeur

U
— s
M 9 < AM et W sont colinéaires < 3t € R, AM = td
Q
Si A(xA;yA;24) €t si a | Bl alors :
v
r=x4 +ta
MZ2<3FHeR < y=ys+1ts
z=1zA+ty
r=xa+ta
On dit alors que ¢ y=ya+1t8 ,t €R est un systéme d’équations pa-
zZ=2za+ty

ramétriques de la droite 9.

Application 2.7. Ecrire un systéme d’équations paramétriques de la droite
1

2 qui passe par A(0; —2;4) et de vecteur directeur v | -1
2
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Méthode 2.8. On passe d’un systeme d’équations cartésiennes d’une droite
d un systéme d’équations paramétriques d’une droite 9 :

1. en isolant x dans la premiére équation (si a #0);
2. en substituant ensuite dans la seconde équation, qui, ne faisant in-
tervenir que y et z, permet d’exprimer par exemple y en fonction de
z;
3. en substituant dans la premiére équation cette derniére expression de
Y.
Application 2.9. Déterminer un systeme d’équations paramétriques de la
r—2y—2z+1=0

dm”e@:{ 2wty —2:+2=0

2.3 Intersection de plans et de droites

Théoréme 2.10. Soient un plan & de vecteur normal T et une droite 9
de vecteur directeur U passant par un point A .
e Si U et T ne sont pas orthogonaux alors &2 et P ont un seul point
d’intersection M :

S
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o Si W et sont orthogonaux alors :
e so0it 9 est incluse dans & : 9 C &P

e soit 9 et 2 n'ont aucun point commun : 2N 2 =)

s
. .
. .
. .
. .
.
.

Méthode 2.11. On détermine lintersection de la droite & passant par
e
A(za,y4,24) et de vecteur directeur u | B et duplan P :ax+by+cz+

~y
r=x4+at
y=ya+ 0Bt
() z2=2z
=zA+7t
ar+by+cz+d=0

d =0 en résolvant le systéme :

() peut avoir :

e un unique quadruplet (z,y,z,t) solution : alors 9 et &P sont sécants
en un point de coordonnées (z,y,z) ;

e aucune solution : alors @ et & sont strictement paralléles ;

e une infinité de solutions : alors 9 C &

Application 2.12. Etudier la position relative de la droite 2 et du plan P
dans les différents cas :
-1
1. 9 passant par le point A(—2;3;0) et de vecteur directeur | 2
0

B
etleplan &P :x—2y+2z=1.

) r—-3y+z=-1 ) -
2'@'{2$+y:2 et & :3x—2y+2=0.
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3 Projeté d’un point sur un plan ou une droite

Méthode 3.1. Pour déterminer le projeté orthogonal d’un point A(xa,ya,zA)
sur un plan & : ax+by+cz+d =0, on détermine le point d’intersection H

a
entre le plan &2 et la droite 9 passant par A et de vecteur directeur v | b
c
@
q
A
— H o

.....

Application 3.2. On considére les points A(1;—1;2) et B(2;1;3) et le vec-
—1
teur 7 | 1

2

1. Déterminer une équation cartésienne du plan &2 passant par A et de
vecteur normal 7 .

2. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal de B sur 2.

Méthode 3.3. Pour déterminer le projeté orthogonal d’un point A(xa,ya,z4)
sur une droite 9 donnée par un point et un vecteur directeur U, on déter-
mine le point d’intersection H entre le plan & passant par A et de vecteur
normal W et la droite 9.
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Application 3.4. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du
point A(2;0; —1) sur la droite 9 passant par B(—1;1;0) et de vecteur direc-
2
teur @ | 1
—1

4 Calcul de distances

Théoréme 4.1. Soit une droite I passant par un point A et de vecteur
directeur .

Soit M un point quelconque de l’espace. Alors la distance du point M d la
droite 9, notée d(M, Z) vaut :

_ g - @aan
d(M,2)=HM = Ticdl
st H désigne le projeté orthogonal de M sur 2.

Application 4.2. Calculer la distance du point M(2;—3;1) a la droite 2
3

qui passe par A(—3;1;0) et de vecteur directeur v | -1
2
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Théoréme 4.3. Soit un plan & : ax+by+cz+d =0 et soit A(xa,ya,24)

un point quelconque de espace. Alors la distance du point A au plan 22,
notée d(A, &) vaut :

_ _ |aza+byatczatd]
d(A7 L@) - HA - \/a2+b2+02

si H désigne le projeté orthogonal de M sur 2.

Application 4.4. Déterminer la distance du point A(1;—1;3) au plan 2 :
20 —y+22—-1=0.

5 Spheres

5.1 Equation cartésienne de sphére

Définition 5.1. Soient Q(zq,yq, 2q) et R € Ry. La sphére . de centre
Q et de rayon r est l’ensemble des points M € & tels que QM = R.

Lécriture (v — 1q)? + (y — ya)? + (2 — 2q)? = R? s’appelle une équation
cartésienne de ..

Application 5.2. Donner une équation cartésienne de la sphére de centre
Q(—=2;3;—1) et de rayon 2.

TSI1-Lycée Antonin Artaud 13 Page 13/16



Droites, plans et spheres de I'espace www.jmcabrera.net

Méthode 5.3. Le développement de (v —xq)% + (y —ya)? + (2 — 2q)? = R?
donne une équation du type :

2?4y’ + 22 +ar+Py+y2+5=0

Mais, réciproquement, une telle équation n’est pas nécessairement l’équation
d’une sphére. Pour le savoir, on remplace :
o 2+ axpar (z+5)—($)P=(@+$)*-%
2
o Y+ By par (y+5)° - (5 =W+5°> -7
2
o Ztaypar(y+3)°—(3P=0E+3)°-F
Application 5.4. 1. Soit & [’ensemble des points M(x;y;z) tels que
2?2+ 2+ 22— 20+ 42— 4=0. Quelle est la nature de & ?

2. Soit & l’ensemble des points M (xz;y; z) tels que x% + y? + 2% — 2z +
y+3z+4=0. Quelle est la nature de & ?

5.2 Intersection d’une spheéere et d’un plan

Théoréme 5.5. On considére une sphere . de centre () et de rayon R,
ainsi qu’un plan &2. Trois cas de figures se présentent :

e 5id(Q,P)>Ralors NP =0;
o 5id(, Z) =R alors S NP = {My}, on dit que le plan est tangent
d la sphére en My. De plus, QMg est orthogonal au plan & ;

n vecteur normal a 22

—_ = .
My et n sont colinéaires
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o 5id(Q),P) < Ralors NP =€¢(H,R) : .7 et P se coupent suivant
un cercle qui a pour centre le projeté orthogonal du point ) sur le plan

2.

Méthode 5.6. Pour déterminer lintersection entre la sphére .7 de centre
Q(zq,ya,zq) et de rayon R et un plan & : ax + by + cz +d =0, on résout

\ T —20)% + (y — 2+ (2 — 20)* = R?
le systeme : (S):{ Emc—i—bsyl)-l-cz(—lll—aliﬂ3 ( :

e Lorsque (S) n'a aucune solution, NP =0 ;

e lorsque (S) posséde une unique solution, . et & sont tangents en un
point My dont les coordonnées sont solutions du systeme ;

e lorsque (S) posséde une infinité de solutions, & et &P se soupent sui-
vant un cercle € inclus dans un plan paralléle a &, de centre H et de
rayon r = \/R? — d(Q, P)?

Application 5.7. Soit la sphére .7 de centre Q ayant pour équation carté-
sienne 22 + 9> + 22 — 20 +42—4=0et P :x+2y+2=5.

1. Calculer la distance de Q a &2. Qu’en conclure ?

2. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal de Q) sur .

3. Déterminer le rayon r du cercle € = . N .

Application 5.8. On considére . l’ensemble des points M (x;y;z) dont
les coordonnées vérifient :

24+ + 22 —dr+224+1=0
1. Identifier .
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2. Montrer que le point A(2;2;—1) appartient a . et donner une équa-
tion du plan tangent a % passant par A.

3. Montrer que le plan & : x+y —s—1 = 0 coupe . et caractériser
Uintersection entre . et .
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