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Devoir-Maison 7 - CORRECTION

Exercice 0.1. L’application f : [1; +∞[→
]
2; 5

2

]
définie par f(x) = 2x2+x+2

x2+1
est-elle bijective ?
Si c’est le cas, on explicitera son application réciproque.
Indication :

√
x > x sur ]0; 1[.

Soit y ∈
]
2; 5

2

]
, on cherche x ∈ [1; +∞[→

]
2; 5

2

]
tel que y = f(x).

y = f(x)⇔ y = 2x2+x+2
x2+1

⇔ y(x2 + 1) = 2x2 + x + 2⇔ (y − 2)x2 − x + y − 2 = 0.
Il s’agit d’une équation du second degré d’inconnue x dont le discriminant
est :
M= 1 − 4(y − 2)2 = (1 − 2(y − 2))(1 + 2(y − 2)) = (5 − 2y)(2y − 3) qui est
strictement positif sur

]
3
2 ; 5

2

[
donc sur

]
2; 5

2

[
.

• si y = 5
2 alors M= 0 et y admet un unique antécédent : x = 1

2(y−2)

• si y ∈
]
2; 5

2

[
alors M> 0 et il existe deux solutions :

x1 = 1+
√

(5−2y)(2y−3)
2(y−2) et x2 = 1−

√
(5−2y)(2y−3)
2(y−2)

Or x2 = 1−
√

1−4(y−2)2

2(y−2) et :
2 < y < 5

2 ⇔ 0 < y − 2 < 1
2 ⇔ 0 < 4(y − 2)2 < 1

⇔ −1 < −4(y − 2)2 < 0⇔ 0 < 1− 4(y − 2)2 < 1
Or
√

x > x sur ]0; 1[ donc :√
1− 4(y − 2)2 > 1− 4(y − 2)2 ⇔ 1−

√
1− 4(y − 2)2 < 4(y − 2)2

⇔ x2 < 2(y − 2) < 1.

Donc x2 /∈ [1; +∞[.
En revanche :√

1− 4(y − 2)2 > 1− 4(y − 2)2 ⇔ 1 +
√

1− 4(y − 2)2 > 2− 4(y − 2)2

D’où x1 > 1−2(y−2)2

y−2 .
Or 1

2 < 1− 2(y − 2)2 < 1 et 1
y−2 > 2 donc x1 > 1

2 × 2 = 1.
Ainsi x1 ∈ [1; +∞[.

Conclusion : ∀y ∈
]
2; 5

2

]
,∃!x ∈ [1; +∞[ , y = f(x).

Donc f réalise une bijection de [1; +∞[ sur
]
2; 5

2

]
avec :
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f−1 :


]
2; 5

2

]
→ [1; +∞[

x 7→ 1+
√

(5−2x)(2y−3)
2(x−2)

Exercice 0.2. Une cantine scolaire fonctionne sous forme de self. Les élèves
peuvent choisir entre quatre entrées, trois plats et cinq desserts différents.

1. Normalement, un élève choisit une entrée, un plat et un dessert. Sous
ces conditions, combien de menus différents peut-on constituer ?(

4
1

)
×
(

3
1

)
×
(

5
1

)
= 60

2. Un élève au régime ne mange pas de dessert mais a le droit, pour
compenser, de prendre deux entrées. Combien de possibilités a-t-il pour

constituer son menu ?
(

4
2

)
× 3 = 18 possibilités.

3. Deux élèves qui aiment goûter à tout décident de s’organiser ainsi : ils
choisissent des entrées, plats et desserts différents et se les partagent
ensuite. Combien ont-ils de menus possibles ?(

4
2

)
×
(

3
2

)
×
(

5
2

)
= 6× 3× 10 = 180 possibilités.
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Exercice 0.3. Une urne contient cinq boules blanches et huit boules noires.
On tire successivement et avec remise quatre boules dans l’urne. Quel est le
nombre de tirages vérifiant chacune des conditions suivantes :

1. Au moins une boule blanche a été tirée ?
Commençons par remarquer qu’il y a au total 134 = 28561 tirages
possibles (ce sont des listes).
On passe par le complémentaire, il y a 84tirages ne comportant que
des boules noires, donc 134 − 84 = 24465 tirages avec au moins une
boule blanche.

2. Une boule noire au plus a été tirée ?
on sépare en deux cas. Il y a soit zéro boule noire (54 cas) soit une

boule noire (53×8×
(

4
1

)
, le coefficient binomial étant là pour le choix

de la position de la boule noire), donc 54 +53×8×
(

4
1

)
= 4625 tirages

au total.
3. Trois boules noires et une boule blanche ont été tirées dans cet ordre ?

83 × 5 = 2560 tirages(pas de choix pour l’ordre ici).
4. Deux boules noires et deux boules blanches ont été tirées ?

82 × 52 ×
(

4
2

)
= 9600 tirages possibles (encore une fois, le coefficient

binomial correspond au nombre de choix pour les deux boules blanches
sur les quatre tirages).
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